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第 一 章 引 言 


31.1 基本 内 容 


1. 欧 几 里 德 几 何 


直到 大 约 公元 前 600 年 ， 几何 主要 是 由 一 些 求 面积 和 求 体积 的 法 则 组 成 的 这 些 法 则 
连同 一 些 关于 三 角形 , 圆 ,… 的 事实 是 由 巴比伦 人 和 埃及 人 仅仅 基于 实验 和 观察 之 上 而 发 展 
起 来 的 , 从 公元 前 600 年 到 公元 前 300 年 ,大 体 上 是 古 希腊 文化 兴起 和 衰落 的 时 期 . 这 种 文 
化 , 由 于 强调 演绎 推理 和 知识 自 成 体系 , 完全 改变 了 数学 的 性 质 ,特别 是 改变 了 几何 的 作用 . 
首先 ,数学 被 抽象 化 了 ， 例如 , 对 埃及 人 来 说 , 直线 是 一 条 拉 紧 的 细 绳 而 在 希腊 人 的 词汇 
中 , 点、 直线 、 三 角形 、 圆 … 变 成 了 由 适当 的 物体 诱发 出 来 的 理性 概念 其 次 , 希腊 人 用 几何 
术语 来 解释 算术 和 代数 例如， 一 个 数 是 一 条 线段 的 长 度 ， 两 个 数 的 乘积 是 一 个 矩形 的 面 
积 , 三 个 数 的 乘积 是 一 个 体积 (甚至 今天 我 们 还 说 9 是 3 的 平方 , 8 是 2 的 立方 ), 几何 作 图 
被 用 来 解 方程 希腊 人 使 数学 抽象 化 , 对 于 当代 文明 的 贡献 是 无 法 估量 的 ， 然 而 必须 指出 ， 
他 们 把 算术 和 代数 转换 为 几何 的 做 法 是 不 可 取 的 . 

现在 我 们 来 回顾 一 下 居住 在 埃及 的 亚历山大 里 亚 大 学 数学 教授 欧 几 里 德 的 工作 ， 他 在 
选择 了 10 条 公理 后 (还 使 用 了 其 它 没 有 明确 阐述 的 假设 ) ,就 能 在 他 的 < 几何 原本 > 中 推出 古 
希腊 时 期 所 有 的 重要 结果 . 欧 几 里 德 所 包括 进去 的 许多 材料 对 我 们 来 说 是 相当 熟悉 的 , 因 
为 中 学 平面 几何 和 立体 几何 只 是 在 它 的 基础 上 作 了 无 关 紧要 的 修改 ， 我 们 只 要 回忆 少数 几 
个 定理 就 能 认识 到 这 种 几何 的 全 部 基础 是 度量 概念 一 一 线段 的 长 度 , 角 的 度量 ,… 它 是 一 种 
可 测量 的 几 他 ,但 是 显而易见 , 它 并 不 总 是 可 观察 的 几何 . 

当 欧 儿 里 德 认识 到 被 包括 进去 的 那些 定理 是 不 同学 派 一 秦 勒 斯 建立 的 奥 尼 亚 学 派 
意大利 南部 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 在 雅典 建立 的 学 派 一 一 以 及 一 些 个 人 的 成 就 、 而 各 
自 使 用 的 是 他 们 自己 喜欢 的 公理 时 ,他 为 自己 提出 任务 的 重要 性 就 变 得 明显 了 . 那 时 的 首 
要 任务 是 选择 适当 的 、 能 被 普遍 接受 的 合理 体系 ， 上 面 已 经 提 到 , 欧 儿 里 德 没 有 明确 阐述 他 
的 所 有 假设 , 其 中 包括 : : : 

通过 入 4B0 的 顶点 4 和 一 内 点 卫 的 直线 也 通过 线段 BO 上 的 一 点 也. 

在 由 点 也 和 直线 2 所 确定 的 平面 上 ,至 少 有 一 条 直线 通过 卫 且 平 行 于 %. 

省 略 第 一 个 假设 , 大 概 是 由 于 它 太 明 显 而 不 值得 提起 ， 第 二 个 假设 被 省 略 解释 起 来 却 
不 那么 简单 ,实际 上 , 它 表 现 出 当时 希腊 思想 的 特色 ， 因 为 虽然 欧 几 里 德 在 他 的 第 二 条 公理 
中 假定 线段 可 以 朝 两 个 方向 任意 延长 , 但 是 , 在 他 处 理 手中 的 问题 时 , 总 是 遵 愤 地 只 把 线段 
延长 到 问题 所 需要 的 长 度 ， 为 了 和 由 开 无 限 的 项 脂 匠 学 思想 保持 一 致 , 欧 几 里 德 把 他 的 注 
意 力 集中 于 线段 而 避免 考虑 整 条 直线 因此 , 他 提出 第 五 公设 : 

如 果 一 条 直线 2 与 两 条 直线 7 和 s 相交 , 面 且 p 的 某 一 个 的 同 旁 内 角 和 小 于 两 个 直角 ， 
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2 第 一 章 引言 
那么 直线 和 s 在 p 的 那 一 侧 相 交 . 

连同 其 它 公理 和 默认 的 假设 , 就 意味 着 承认 著名 的 

平行 公理 ， 通 过 给 定 直 线 p 外 的 任意 一 点 PP, 在 由 卫 和 zp 所 确定 的 平面 上 有 且 仅 有 一 
条 二线 和 平行 . 

在 以 后 的 两 千年 中 ,这 条 公理 一 直 困 扰 着 几何 学 家 .在 这 期 间 , 试图 证 明 这 条 公理 可 由 
其 它 公理 推出 或 者 能 用 一 条 较 简 单 的 公理 来 代替 ,他 们 付出 了 无 数 的 劳动 。 直 到 18 世纪 中 
叶 , 数 学 家 们 才 开 始 猜想 可 能 存在 其 它 的 几何 学 .在 这 种 几何 学 里 ,平行 公理 不 成 立 ， 这 个 
问题 直到 上 世纪 初 才 最 后 解决 ， 鲍 耶 和 罗 巴 切 夫 斯 基 各 自 独立 的 创立 了 一 种 自身 相 容 的 几 
何 学 , 这 种 几何 学 的 实质 是 平行 公理 中 的 “有 且 只 有 一 条 直线 ”被 代 之 以 “有 不 只 一 条 直线 ”. 
几 年 后 , 黎 曼 创立 了 另 一 种 几何 学 ,其 中 ,“ 有 且 仅 有 一 条 直线 ”被 代 之 以 “没有 直线 ,这些 就 
是 所 谓 的 非 欧 度量 几何 学 . 

今天 我 们 认识 到 有 许多 种 几何 学 ,特别 是 有 一 种 非 度 量 几何 学 ,平行 公理 在 其 中 不 起 作 
用 . 下 面 是 这 种 几何 学 的 一 个 典型 定理 ( 见 图 1-1)， / 


图 14-1 


如 果 41，4s。, 4 是 直线 + 上 的 不 同 点 , Bl，Bs, Bs 是 直线 s 上 的 不 同 点 ,7? 和 s 交 于 点 
站 ,那么 ,4aBs 与 4sB。 的 交点 01, A1Bs 与 4sB; 的 交点 Oo， 41Ba 与 4sB1 的 交点 0s 共 线 
(好 在 一 条 直线 上 ). z z 

这 个 定理 是 巴 普 斯 于 公元 三 世纪 给 出 的 ,在 用 欧 几 里 德 的 方法 证 明 后 , 它 被 简单 地 放 入 
吹 氏 几何 的 命题 中 。， 然 而 ,这 个 定理 只 涉及 点 的 连接 和 直线 的 相交 .其 特色 与 平面 几何 中 
的 典型 定理 十 分 不 同 ， 不 过 , 直到 十 七 世纪 , 非 度 量 几 何 学 的 基本 定理 才 得 以 建立 , 而 直到 
十 九 世 纪 中 叶 , 这 种 几何 学 才 御 并 摆 脱 了 度量 疾 念 . 


2. 射影 几何 


我 们 已 经 注意 到 欧 几 里 德 几 何 学 并 不 总 是 可 观察 的 几何 学 。 例如 ,我 们 就 从 未 见 过 平 
行 线 ， 如 果 一 个 人 站 在 直线 铁轨 的 中 央 , 铁轨 看 来 似乎 在 地 平面 上 的 一 点 相交 了 .。 如 果 用 
照相 机 拍摄 的 话 ， 像 片上 就 会 显示 同样 的 现象 .、 今 后 我 们 所 涉及 的 几何 学 有 点 和 摄影 相 
似 , 称 为 射影 几何 学 . : 

在 成 像 过 程 中 , 照相 机 (实际 上 ) 用 直线 把 它 视野 里 的 每 一 点 4 与 透镜 上 的 某 一 点 连接 
汉 来 了 ， 也 就 是 说 ,从 了 向 每 一 点 投影 ,然后 用 一 个 平面 w 去 稚 这 样 产生 的 直线 , 就 得 到 了 
底片 。 对 应 平视 野 中 的 任意 一 点 -和 茂 曾 上 有 唯一 一 点 4 即 直 浅 4P 与 ww 的 交点 , 同样 ， 

a # a Md . 
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81.1 基本 内 容 和 


和 任意 一 条 包含 4 但 不 包 名 了 的 直线 9 对 应 于 截面 上 有 一 条 包含 4' 的 直线 g， 这 证 从 以 
下 事实 得 到 ， 点 卫 与 直线 g 形成 一 平面 ,这 平面 与 截 而 w 的 交 线 就 是 gq， 现在 假设 摄影 的 
对 象 由 面 在 直立 墙 上 的 两 条 相交 直线 段 和 一 个 圆 组 成 , 实际 上 , 任何 物体 的 尺寸 在 像 上 都 缩 
小 了 , 然而 重要 的 是 , 我 们 可 以 通过 仅仅 调节 镜头 到 墙 的 距离 就 能 改变 像 片 上 线段 的 长 度 ， 
而 且 还 有 其 它 的 变形 , 上 尽管 像 片 上 显示 出 两 条 相交 线 投 ， 可 是 它们 的 交角 通常 与 实物 上 两 条 
线段 的 交角 不 同 , 圆通 常 也 变 成 了 椭圆 

在 欧 几 里 德 几 何 学 中 , 我 们 研究 线段 的 长 度 和 角 的 度量 , 它们 在 刚体 运动 下 是 不 变 的 . 
显然 ,这 些 熟悉 的 概念 在 新 几何 学 中 将 不 起 作用 了 ， 

当然 ,我 们 必须 小 心地 避免 把 照相 机 必然 具有 的 某 些 局 限 性 也 赋予 射影 几何 学 ， 例 如 ， 
仅仅 除了 射影 中 心 了 之 外 , 我们 特别 假定 空间 的 每 一 个 点 都 能 从 卫 投影 , 而 截面 可 以 是 不 
包含 卫 的 任意 全 平面 x， 通常 的 情况 是 , 空间 每 一 点 4 关 卫 将 对 应 w 上 唯一 一 点 4， 可 是 
也 有 例外 ,例如 , 当 A4P 平 行 于 w 时 ,4 的 对 应 点 4' 就 得 不 出 来 . 出现 这 种 例外 ， 是 由 欧 氏 
空间 的 特性 , 即 不 在 平面 w 上 的 直线 或 者 与 wm 相交 于 一 点 或 者 与 wm 平行 . 

假设 4 是 在 平面 中 上 没有 对 应 点 的 点 , w' 是 通过 4 而 不 包含 书 的 任意 平面 ,7 和 s 是 
F' 上 相交 于 4 的 任意 两 条 不 同 的 直线 , 当 从 卫 点 投影 时 ,我 们 把 +"”，s 在 w 上 的 对 应 直线 分 
别 记 为 *', s， 那 么 , 就 有 Yr’ Ys', 否则 它们 的 交点 就 是 4 点 的 对 应 点 , 而 且 通 过 交换 ww 和 
的 位 置 , 可 以 发 现 wm 上 的 两 条 平行 直线 w 和 s 在 上 的 对 应 直线 是 两 条 相交 直线 和， 

现在 我 们 清楚 了 , 在 处 理 欧 氏 空 间 时 , 无 论 是 点 的 存在 性 , 还 是 交 线 的 存在 性 ,在 射影 和 
截 影 下 , 都 不 是 不 变 的 ,同样 很 清楚 ,这 只 是 由 于 欧 氏 空间 中 存在 着 直线 和 平面 的 平行 性 所 

有 两 种 摆脱 这 种 处 境 的 方法 : 

(1) 如 同 欧 几 里 德 那样 ,建立 一 个 怡 好 具有 所 需 性 质 的 空间 

(2) 从 欧 氏 空间 出 发 ,并 把 它 以 某 种 方式 改造 成 另 一 空间 , 其 中 平行 性 和 度量 概念 完全 
消失 . ， 

我 们 暂 不 谈 第 一 种 方法 , 即 公理 化 方法 , 把 它 留 到 我 们 对 射影 几何 的 内 容 , 即 对 射影 几 
何不 变 的 是 什么 有 了 较 多 的 了 解 之 后 、 在 下 南 要 谈 到 的 第 二 种 方法 中 , 度量 概念 的 问题 容 
易 解 决 , 我 们 干脆 不 予 考 虑 ， 同 时 对 殉 氏 空间 的 平行 直线 、 平行 平面 则 代 之 以 “相交 ” 这 样 
就 消除 了 平行 性 的 问题 . 


3. 射影 空间 

我 们 从 欧 氏 几何 中 选取 下 列 命题: 

(a) 任意 不 同 的 两 点 确定 唯一 一 条 直线 、 : 

(b) 在 总 不 共 线 的 三 点 ,或 者 任意 一 条 直线 和 不 在 此 直线 上 的 一 点 确定 唯一 一 个 平面 

(0) 两 条 不 同 的 共 本 直线 , 即 在 同一 平面 上 的 两 条 不 同 的 直 级 或 者 交 于 一 点 或 者 
平行 

(d) 不 在 已 知 平面 上 的 一 条 雪线 或 者 和 该 平面 交 于 一 点 ,或 者 和 该 平面 平行 

〈oe) 两 个 不 同 的 平面 或 者 交 于 一 条 直线 或 者 互相 守 行 ， 这 些 全 县 元 全 与 度量 概念 无 大， 
移 仅 与 点 的 联接 及 直线 .平面 的 相交 有 关 ， 

为 了 给 射影 几何 构造 一 个 空间 ， 我 们 打算 给 网 氏 空 间 增 加 某 些 东西 ,这 些 东 西 将 不 给 定 完 
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义 . 为 了 区 别 起 见 , 给 它们 取 名 为 理想 点 .理想 直线 和 理想 平面 ， 而 且 为 了 不 引起 混乱 , 以 
后 我 们 将 把 欧 氏 几何 的 点 、 直 线 和 平面 称 为 普通 空间 的 普通 点 、 普 通 直 线 和 普通 平面 . 
理想 元 素 没 有 先天 的 性 质 , 我 们 将 赋予 他 们 这 样 一 些 性 质 , 以 便 在 新 建立 的 空间 , 即 身 
影 空间 中 ,确保 以 下 命题 对 理想 元 素 和 普通 元 素 所 有 可 能 的 结合 关系 都 成 立 ， 
“(a') 任意 不 同 的 两 点 确定 唯一 一 条 直线 . 
(b') 任意 不 共 线 的 三 点 , 或 者 任意 一 条 直线 和 不 在 此 直线 上 的 一 点 确定 唯一 一 个 平 


(eo') 任意 两 条 不 同 的 共 面 直线 交 于 唯一 一 点 . 

《d ) 不 在 给 定 平面 上 的 任意 一 条 直线 与 这 个 平面 交 于 唯一 一 点 ， 

(e) 任意 两 个 不 同 平面 交 于 唯一 一 条 直线 . 

我 们 来 考虑 普通 平面 和 它 上 面 的 普通 直线 .在 每 一 条 普通 直线 上 添加 一 个 理想 点 (也 
称 为 无 穷 远 点 ), 使 得 任何 两 条 不 间 的 相交 普通 直线 有 不 同 的 理想 点 , 而 任意 两 条 平行 的 普 
通 直线 有 相同 的 理想 点 。 一 条 普通 直线 连同 它 的 理想 点 称 为 拓 广 直线 .. 为 了 完全 明确 起 
见 , 设 7 和 s 是 平面 sm 上 的 两 条 不 同 的 普通 直线 , 及 .和 8 分 别 是 它们 的 理想 点 , 得 出 拓 广 
直线 (7, BR) 和 (8, 5S.). 当 7 和 s 相交 (于 普通 点 ) 时 ,BR 和 5。 是 不 同 的 理想 点 ; 当 和 * 平 
行 时 , 及- 和 5S。 是 同一 理想 点 。 因此 BR 是 两 条 拓 广 直线 的 交点 。 这 样 , (0 对 (7, BR.) 和 
(s, S.) 成 立 ,从 而 对 任意 两 条 拓 广 直线 都 成 立 , 只 要 它们 的 普通 直线 共 面 就 行 了 . 

现在 定义 拓 广 平面 为 普通 平面 连同 添加 在 它 上 面 的 普通 直线 上 的 全 部 理想 点 ， 显 然 ， 
在 拓 广 平面 上 , 当 一 个 点 为 普通 点 , 另 一 个 点 为 理想 点 时 ,和 两 个 点 都 是 普通 点 一 样 ， (a 成 
立 . 现在 剩 下 两 个 点 都 是 理想 点 的 情况 ， 如 果 这 些 理想 点 确定 唯一 一 条 直线 ， 这 条 直线 不 
可 能 是 拓 广 直线 (为 什么 ?) 现 在 我 们 在 包含 (r, RB.) 和 (s, S。) 的 拓 广 平面 上 添加 一 条 理想 
直线 D-， 这 条 直线 包含 BR 和 5S. 两 点 ， 因 而 可 以 说 是 由 这 两 点 所 确定 的 理想 直线 ， 设 他 
ZJ) (不 同 于 r,s) 是 拓 广 平面 上 荔 一 条 拓 广 直线 , 当 和 t 平行 时 , T==R。, 这 时 , (7，R。) 
和 ($b, 了 了) 交 于 ps。 上 的 点 BR. 同样 , 当 s 和 上 平行 时 , (s, S。) 和 (t, TT) 交 于 p。 上 的 点 S。. 
现在 假设 有 &.,，S。, T。 是 不 相同 的 点 ， 如 果 (6) 也 适用 于 这 种 情况 ， 即 如 果 (, T,) 和 pp 有 
了 唯一 一 个 公共 点, 则 了 就 一 定 在 p 上 .于 是 ,我 们 得 到 ; 添加 在 普通 平面 的 普通 直线 上 
的 理想 点 的 全 体 构 成 一 条 理想 直线 p。， 这 样 得 到 的 拓 广 平面 记 为 (w, p.).， 

假定 对 普通 空间 的 每 一 个 普通 平面 都 添加 了 一 条 理想 直线 , 我 们 留 给 读者 证 明 (d”) 对 
于 任意 一 个 拓 广 平面 和 不 在 这 个 平面 上 的 任意 一 条 拓 广 直线 都 成 立 ， 下 一 步 考 虑 两 个 拓 广 
平面 (p, 7%) 和 (o, 5..), 其 中 p 和 o 是 不 同 的 普通 平面 显然, 当 p 和 c 交 于 一 条 普通 直线 
时 (e) 成 立 . 现在 , 假设 pf ac, 在 p 上 任 取 一 条 普通 直线 2, 在 c 上任 取 一 条 与 2 平行 的 普 
通 直 线 9 则 添加 上 2 和 2 上 的 公共 理想 点 Ps 必须 既 在 7?.。 上 又 在 S。 上 ,同样 , 若 5 是 p 上 
任意 一 条 与 2 不 平行 的 普通 直线 ,qd 是 c 上 与 5 平行 的 任意 一 条 普通 直线 , 则 a 和 2 的 公共 
理想 点 既 在 7 上 又 在 Ss。 上 .这样 ,7?。 和 5。 必须 重合 ,因而 (e) 对 任意 两 个 不 同 的 拓 广 平 
面部 成 立 ， 

尽管 我 们 没有 详细 说 明 , 当 我 们 发 现 如 果 要 使 (b') 对 三 个 不 共 线 的 理想 点 都 成 立 , 就 有 
必要 对 普通 空间 添加 一 个 包含 这 些 点 的 理想 平面 (正如 包含 理想 点 B, 和 5. 的 理想 直线 添 
加 在 普通 平面 w 上 一 样 ) 时 ,我 们 就 不 会 感到 惊讶 了 . 同样 如 果 当 两 个 平面 中 一 个 是 任意 拓 
广 平面 , 另 一 个 是 这 个 理想 平面 时 , (e) 也 成 立 , 那么 理想 平面 就 必须 包含 添加 在 普通 空间 的 


外人 人 2D 


$1.1 基本 内 容 5 


所 有 普通 直线 上 的 所 有 理想 点 (正如 包含 ER, 和 5 的 理想 直线 必须 包含 添加 在 普通 于 
面 w 的 所 有 普通 直线 上 的 所 有 理想 点 一 样 ). 普通 空间 连同 理想 平面 一 起 , 称 为 拓 广 空间 . 

最 后 , 我 们 去 掉 普 通 点 和 理想 点 , 拓 广 直线 和 理想 直线 . 扼 广 平面 和 理想 平面 之 间 的 一 
切 差别 ,暂时 把 任意 点 ,无 论 是 普通 点 还 是 理想 点 , 称 为 射影 点 , 把 任意 直线 , 无 论 是 拓 广 站 
线 还 是 理想 直线 , 称 为 射影 直线 ,把 任意 平面 ， 无 论 是 拓 广 平面 还 是 理想 平面 , 称 为 射影 二 
面 。 然 而 , 当 不 存在 混淆 的 可 能 性 时 ,我们 就 称 为 射影 空间 的 点 、 直 线 和 平面 . 


4. 对 个 原 则 


在 前 一 节 里 , 我 们 通过 对 欧 色 空间 添加 额外 元 崇 而 得 到 射影 空间 ， 值 得 注意 的 是 , 虽然 
保留 了 某 些 基本 词汇 一 点 , 直线 ， 平 面 ， 但 是 每 个 词汇 的 意义 都 被 修改 了 .这 种 修改 最 明 
显 的 结果 可 以 通过 比较 欧 氏 几何 的 命题 (a) 一 (e) 与 射影 几何 的 命题 (a) 一 (e') 看 出 来 .在 简 
明 性 ((a) 一 (e’) 的 叙述 较为 简洁 ) 和 一 般 性 (这 里 通过 反复 使 用 “任意 ”一 词 来 强调 ) 两 方面 
都 得 到 进展 . 

一 个 得 到 更 为 重要 的 进展 是 对 偶 原则 ， 依靠 它 , 对 于 每 一 个 命题 我 们 只 要 交换 其 中 某 
些 关键 词汇 以 及 改变 一 些 符号 和 说 法 就 得 到 另 一 个 命题 ， 而 作 这 种 改变 是 为 了 使 叙述 有 意 
义 ， 这 个 对 侦 原 则 在 射影 几何 时 成 立 而 在 欧 氏 几何 里 不 成 立 ， 对 于 射影 平面 有 一 个 对 侦 原 
则 , 对 于 射影 空间 有 另 一 个 对 偶 原 则 . 我们 首先 研究 射影 平面 , 对 于 它 上 面 的 点 和 直线 , 明 
确 的 表示 为 (a) 和 (e”). 

任意 不 同 的 两 点 确定 唯一 一 条 直线 
和 

任意 不 同 的 两 条 直线 确定 唯一 一 个 点 . 

这 两 种 叙述 可 以 简单 地 通过 交换 单词 “点 ”和 “直线 ”而 互相 得 到 (注意 单词 “平面 ”, 无 论 是 明 
确 阐 述 的 或 是 暗示 的 ,都 不 变 )， 在 射影 平面 上 ,除了 对 偶 定 理 ( 见 下 面 的 例 1.1T), 还 有 对 偶 
图 形 ， 例如 ， 人 由 点 卫 和 通过 它 的 两 条 直线 所 组 成 的 图 形 ( 见 图 1-2(a)) 的 对 偶 是 由 直 
线 p 和 它 上 面 的 两 个 点 所 组 成 的 图 形 ( 见 图 1-2(5))， (2) 由 一 直线 和 它 上 面 的 一 点 (或 一 
条 直线 和 不 在 它 上 面 的 一 点 ) 所 组 成 的 图 形 是 自 对 偶 的 , 即 每 个 图 形 芍 对 偶 图 形 是 同一 个 类 
型 的 图 形 . 


(9) (2) 
图 1-2 


在 讲 例 1.1 之前， 我 们 介绍 一 些 在 本 书 中 始终 要 用 到 的 符号 ， 如 果 4, B, 0, D 是 不 
同 的 点 , 大 家 知道 4B 是 表示 点 4 和 2B 所 确 定 的 直线 .现在 我 们 约定 如 果 4%, 六 c, d 是 
不 同 的 直线 且 c 和 28 共 面 ,那么 60 雹 代表 了 & 和 ?9 的 交点 、 同 样 , 假定 所 有 的 点 和 直线 都 
在 问 一 平面 上 ,我 们 约定 ,用 4B.0D 代表 直线 4B 和 CD 的 交点 ,4B'w 代表 直线 4B 和 直 
线 a 的 交点 , (ab) le"Q) 代 表 由 点 40.6 和 cd 确定 的 直线 . 
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例 1.1 巴 普 斯 定理 重 述 如 下 : 

在 射影 平面 上 , 设 41, 4。，4; 是 直线 7 省 的 不 同 点 ，B;，Bs。，Bs 是 另 一 条 直线 s 上 的 
不 同 点 , 那么 , 点 Q1= AsBs* 4;Bs, 03 一 A41Bs*: 43B1, Cs = 41Ba. 4sBi 共 线 ， 

这 个 定理 的 对 偶 是 : 

在 射影 平面 上 ， 设 ai，ce，as 是 通过 点 RR 的 不 同 直 线 ， b1, ba, bs 是 通过 另 一 总 S 的 不 
辣 直线 , 那么, 直线 61 二 (gabs) (@s*ba), Ca= (4@1°0a) (0s 01) C3 = (01° ba) (aa。 “b1) 共 点 ， 即 有 
一 个 公共 的 交点 ( 见 图 1-8). 

尽管 不 久 我 们 将 仅仅 考虑 射影 平面 , 但 射影 空间 也 确 有 一 个 对 偶 原 则 , 虽然 它 在 本 书 中 
很 少 用 到 . 例如 , (a) 和 (e) 是 对 偶 
命题 ， 它 们 可 以 通过 交换 单词 “点 ” 
和 “平面 而 互相 转化 (注意 这 里 的 
一 P 单词 “直线 "不 变 )， 同 样 , 下列 命题 

不 共 线 的 三 个 平面 确定 一 个 且 
仅 确定 一 个 点 
的 空间 对 偶 是 命题 

(b') 不 共 线 的 三 点 确定 一 个 

图 1-3 且 仅 确定 一 个 平面 . 

实际 上 ,命题 (b ) 是 一 个 公理 . 它 的 空间 对 偶 是 一 个 定理 , 根据 对 偶 原 则 , 这 个 定理 就 
目 然 的 成 立 而 不 需要 证 明 . 但 在 欧 氏 几何 中 , 它 是 需要 证 了 明 的 . 

我 们 通常 说 ， 氮 卫 在 直线 2 上 , 直线 2 通过 所 卫 , 直线 在 平面 mw 上 , 平面 通过 或 包 
禽 点 卫 和 直线 wp, 肖 线 p 和 9 交 于 0 点 ,等 等 . 通过 采用 所 谓 “ 在 …… 上 ”的 语句 ,所 给 定义 、 
定理 或 定理 证 明 的 写法 就 大 大 简化 了 . 我 们 准备 采用 这 种 写法 ， 这 样 将 写成 ， 点 卫 在 直 
线 p 上 ,直线 pp 在 平 下 wmw 上 ,平面 w 在 直线 2p 和 点 了 上 ,直线 p 和 9g 都 在 点 0 上 ,等 等 . 


5. 射影 直线 


在 普通 平面 mw 上, 任 取 一 条 直线 g 和 不 在 g 上 的 一 点 0( 见 图 1-4).， 通过 0O 作 一 条 直 
线 Pp 交 9 于 了 , 假 是 p 绕 0 道 时 针 方 问 旋转 ,那么 ,wp 将 沿 g 萌 条 头 所 指 的 方向 移动 , 当 p 转 
到 04 位 置 上 时 , 即 2Ag 时 , 交 氮 了 不 存在 了 ， 然 
而 , 一 旦 wp 越过 04 位 置 , 点 卫 又 重新 出 现 了 (但 是 7 
在 9 的 另 一 中)， 并 且 沿 箭头 所 指 的 方向 移动 , 从 而 
描 出 9 的 剩余 部 分 ， 这 样 , 虽然 2 绕 O 的 运动 是 连 
续 的 , 没有 跳跃 ,了 沿 g 的 运动 却 不 是 如 此. 如 果 我 
们 处 理 的 是 射影 平面 ， 那 么 2 的 每 一 个 位 置 都 确 
定 9 上 的 一 个 各 ， 所 以 , 当 wp 绕 0 旋转 时 , PP 的 连续 一 全 一 ? 
运动 就 描绘 出 射影 直线 g， 因 此 我 们 可 以 说 ， 
射影 直线 的 表现 好 象 是 封闭 的 一 样 . 
读者 不 芒 试 着 在 大 脑 中 形成 封闭 直线 的 图 像 。 然而 , 为 了 指出 普通 直线 和 射影 直线 的 
其 它 区 别 ， 我 们 将 用 阅 或 椭圆 作为 射影 直线 的 模型 ( 见 图 1-5(w))， 而 用 去 掉 -- 点 的 圆 或 
椭 加 作为 普通 直线 的 模型 ( 见 图 1-5G@)). 


图 1-4 
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准 14-5 


从 图 1-5(3) 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 普 江 直线 上 任意 一 点 4 把 它 分 为 两 段 ， 而 在 某 一 段 十 
取 另 一 点 B, 足以 把 这 一 段 和 另 一 段 区 划 开 来 从 图 1-5(4) 中 可 以 看 出 , 把 射影 直线 分 为 
两 段 需要 两 个 不 同 的 点 4 和 B, 而 在 某 一 段 上 的 另 取 一 个 点 O 足以 把 这 一 段 与 另 一 段 区 分 
开 来 。 描述 普通 直线 与 射影 直线 之 间 的 这 个 差别 的 第 二 种 方法 如 下 : 在 普通 直线 上 具有 一 
条 路 从 一 点 4 通 向 另 一 点 B, 而 在 射影 直线 上 , 沿 4B 或 4 中 任 一 条 路 线 移动 都 能 从 点 
4 到 达 另 一 点 B. 

现在 考虑 射影 直线 并 在 其 上 标 出 四 点 (假定 不 同 )4、B.O、D， 在 研究 点 时 O、 也 关于 点 
对 4、B 的 位 置 时 有 两 种 情况 ， (了) 点 对 .了 位 于 点 对 4 如 所 分 直线 的 某 一 段 上 ( 见 图 16 
(@))，(2) 点 对 CO. 也 分 别 位 于 点 对 4、B 所 分 直线 的 两 段 之 上 ( 见 图 1-6(5))， 在 后 一 种 情 
况 , 我 们 说 点 对 4、B 被 点 对 0.D 所 分 隔 ， 这 样 ,如 果 4、B、O、D 是 射影 直线 上 不 同 的 点 ， 
点 对 4、B 被 点 对 0, DD 所 分 隔 是 指点 0 位 于 4B 和 4B 中 的 一 段 上 ， 而 点 刀 位 于 另 一 和 
上 . 叙述 这 个 事实 的 另 一 种 说 法 是 , 如 果 4，B, C0, DD 是 射影 直线 上 不 同 的 点 , 点 对 4, 8 
被 点 对 0, DD 所 分 隔 是 指 从 4 到 B 沿 着 直线 移动 时 不 可 能 不 遇 到 点 对 0, 刀 中 的 某 一 个 
点 ， 容 易 理解 ,如 果 点 对 C、 DD 分 隔 点 对 4、B, 那么 点 对 4、B 也 分 隔 点 对 0、D. 


图 1-6 “图 17 


射影 直线 9 与 其 上 标 出 的 不 同 四 点 4, B, 0, 刀 的 平面 对 偶 ， 是 点 @ 以 及 通过 点 @ 作 
出 的 四 条 不 同 的 共 面 直线 6, 5, 6, 4d， 考虑 图 1-7 中 的 线 对 w 2， 由 线 对 6, 8 分 隔 平面 形 
成 的 两 部 分 ,用 ob 和 ab 表示 .我 们 可 以 毫 不 费力 地 说 : 如 果 6, 5, o 9 是 点 Q 上 不 同 的 共 
面 直线 ， 那 么 线 对 a、5 被 线 对 c、d 所 分 珊 , 是 指 直线 c 位 于 平面 的 一 部 分 内 , 而 直线 4 位 于 
平面 的 另 一 部 分 内 


6. 平面 内 的 透视 束 


所 谓 射 影 空 间 内 的 图 形 是 指 空间 的 点 , 直线 和 平面 的 任 一 集合 ; 而 射影 平面 内 的 图 形 是 
注 平 闸 上 的 点 和 前线 的 任 一 集合 ， 在 这 一 节 中 ,我 们 限于 研究 射影 平面 的 两 类 图 形 : 
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(a) 平面 办 一 条 直线 上 的 点 的 全 体 称 为 点 列 ( 或 点 束 )， 图 1-8(o) 中 直线 p 上 的 点 列 
记 为 p(4, B, 0, D,…), 这 里 4, B, 0, D,… 是 p 上 的 不 同 点 ， 点 4,，B, 0, D，… 称 为 
元 素 , 直线 2 称 为 点 列 的 基 ， 

它 的 平面 对 偶 是 ; 

(b) 平面 内 一 个 点 上 的 直线 的 全 体 称 为 直线 束 ( 线 束 )， 图 1-8(3) 中 的 点 了 P 的 线束 记 
为 Plg, 5, ec, 4, …), 这 里 4, 5, c, 4,… 是 P 上 的 不 同 直 线 、 直 线 a, b, c,d,… 称 为 元 素 ， 
点 卫 称 为 线束 的 中 心 . 


参 
Pp 
他 b 4 4 
的 时 局 
图 1-8 


两 个 东 的 元 素 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 是 指 存在 某 个 法 则 ， 它 使 得 对 第 一 个 (第 一 个 ) 束 
中 的 每 一 个 元 素 , 在 另 一 个 (第 二 个 ) 束 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 与 它 对 应 , 反 过 来 , 对 于 第 二 
个 束 中 的 每 一 个 元 素 , 在 第 一 个 束 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 和 它 对 应 ， 在 两 个 束 之 间 (也 可 以 
是 任意 种 类 的 两 个 图 形 之 间 ) 的 这 样 一 种 对 应 中 ， 每 一 元 素 连 同 它 所 对 应 的 元 素 称 为 对 应 
(同调 ) 元 素 . 恒 等 对 应 使 给 定 图 形 的 每 一 元 素 与 自身 对 应 ， 这 种 对 应 意义 不 大 . 

考虑 图 19(d) 中 的 线束 PPw，2，c 9,…), 它 被 不 在 点 P 上 的 任 一 直线 p 所 截 ,在 线束 
和 记得 点 列 (在 2 上 ) 之 间 , 出 “在 上 这 个 关系 自然 建立 了 一 个 一 一 对 应 , 因为 , 对 于 在 卫 上 
的 线束 中 的 每 一 直线 ， 都 有 在 PpP 上 的 点 列 中 的 唯一 一 点 ( 即 在 线束 卫 中 这 条 直线 p 上 的 屠 


Pa, &, GR PCa, of, Gy ， La . “) 
《cy 


图 1-9 
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个 点 ) 与 它 对 应 ， 而 且 这 个 线 与 点 的 对 应 是 可 道 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 在 2 上 的 点 列 中 的 每 一 
点 ,都 有 在 三 上 的 线束 中 的 唯一 一 条 直线 ( 即 在 反 列 中 这 个 点 上 的 那 条 直线 ) 与 它 对 应 。 注 
意 玫 述 这 个 对 应 的 最 好 方式 是 用 相同 的 字母 (小 写 的 和 大 写 的 字母 表示 某 条 直线 和 与 它 对 
应 的 点 ， 
上 述 一 一 对 应 称 为 选 视 , 记 为 

Plw, 9, c,d, “…) P(A4, B, 0O, D,……). 

我 们 说 线束 卫 (a, b，6, 邑 …) 与 点 列 2(4，B，O, 万 , …) 成 透视 ,并 记 为 
Pla, 5, o d, *)Fp(4, B, 0, D, …) 


或 p(4, B, O, D, “RPG, 6, 0, a, “…), 


为 了 和 将 要 介绍 的 其 它 透视 相 区 别 , 我 们 称 这 种 透视 为 基本 篷 视 . 
考虑 图 1-9(2) 中 的 线束 了 (a, 5, ec, 4,…)， 它 被 不 在 了 .上 的 两 条 不 同 直线 2 和 和 所 
截 . 从 以 上 的 讨论 可 知 , 有 两 个 基本 透视 
Plg, 0， 6, d, “…) Rp(4, B, O, D, 2) 
和 Ploa, 0， C， 0， JP (4, B, 0O, D, …)， 


由 于 这 些 透 视 是 可 着 的 , 能够 结合 成 下 列 形式 ; 
2(4， B, O, D, “Pa, b, 6, d, “Rp A, B, O 万， …) 
显然 在 和 pr 上 的 点 列 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 (4 和 4 B 和 B'，O 和 0 …)， 在 这 个 对 
应 下 , p 上 的 点 列 中 的 每 一 点 与 它 在 p' 上 的 对 应 点 确定 在 卫 上 的 线 东 中 的 唯一 一 条 直线 ， 
我 们 现在 用 
2(4 B, 0, D, …)Fp(4’, B', 0', D’, ~) 


求 代 替 上 上 面 的 基本 透视 序列 。 ( 读 作 : 通过 点 卫 点 列 p(4，B, 0O, D，.…) 与 点 列 p'(4',，B'， 
0 ， 忆 ，…) 成 遂 视 对 应 )， 点 三 称 为 透视 中 心 .， 这样 ,我们 定义 ; 

如 采 在 不 同 的 直线 2, 2 上 的 两 个 点 列 的 点 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 , 并 且 对 应 点 的 连 线 
在 卫 上 , 则 这 两 个 点 列 称 为 通过 点 卫 成 透视 对 应 . 

在 上 面 的 透视 中 ,p 和 2 的 公共 点 将 起 着 独特 的 作用 .这 个 点 作为 p 上 的 点 时 记 为 了 
作为 2 上 的 所 时 记 为 了 那么 工 的 对 应 点 是 工 = 工 工 称 为 这 个 透视 的 自 对 应 点 或 不 变 点 . 
我 们 有 

定理 .1 在 不 同 直线 2 和 2 上 的 两 个 点 列 间 的 每 一 透视 下 , 点 Tp-p' 是 自 对 应 点 . 

当 p 上 的 任意 两 点 (例如 避 和 0) 与 它们 在 p' 上 的 对 应 点 (8’ 和 0 人 ) 已 知 时 ， 对 应 点 对 
的 连 线 BB' 和 OO 唯一 地 确定 了 了 .于 是 有 

定理 工 .2 p 上 的 任意 两 个 不 同 点 ,而 每 一 点 都 不 同 于 pp', 以 及 它们 在 p 上 的 对 应 点 


则 唯一 确定 了 在 不 同 直线 jp 和 yp' 的 两 个 点 列 闻 的 透视 . 


在 不 同 直线 上 的 两 个 线束 间 的 透视 。 定 义 如 下 ， 

如 果 在 不 同 点 上 的 两 个 线 东 卫 (@ 了, o 到 …) 和 已 (wo Bb', oe’ 0',…) 的 直线 之 间 存 在 
一 个 一 一 对 应 ,并 且 对 应 直线 的 交点 在 2 上, 则 这 两 个 线束 称 为 通过 直线 九 成 透视 对 应 ， 

这 个 透视 \ 见 图 I-9(e)), 记 为 ， 
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Pla, b, C， 0, 元 Pon， 7， 0 0 …)， 

这 里 , 直线 p 称 为 造 视 轴 ， 对 于 这 样 的 透视 ,由 对 侦 原则 , 我 们 有 

定理 1.1 在 不 同 点 一 和 P' 上 的 两 个 线束 间 的 每 一 透视 下 ， 直 线 i 一 PP' 是 自 对 应 
线 . : 
定理 1.2”P 上 的 任意 两 条 不 同 直线 中 ， 每 一 条 直线 都 不 同 于 PP' 以 及 它们 在 P' 上 
的 对 应 直线 , 则 唯一 确定 了 在 不 同 点 了 和 了 P' 的 两 个 线束 间 的 透视 . z 

我 们 促使 读者 详细 写 出 前 几 段 中 关于 图 1-9(5) 的 对 偶 , 而 不 要 不 作 进一步 的 研究 就 把 
它 作为 这 一 段 中 关于 图 1-9(e) 的 叙述 的 定理 来 接受 . , 


7. 平面 内 的 射影 束 
在 上 一 节 中 我 们 定义 透视 
21(04 Bi1, O1, Di, pa(4s B;, O,, Ds, …) 


为 在 不 同 直线 的 两 个 点 列 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 , 它 使 对 应 点 的 连 线 在 P 上 透视 也 
户 可 以 看 作 一 类 变换 ， 即 把 和 上 的 点 集 转化 为 办 上 的 点 集 的 
一 种 方法 或 手段 ， 现 在 考虑 第 二 个 透视 


P 
Pal(As, Bs, Os, D,, 3) RpalAs, Bs, Os, Ds, …)， 


它 把 ga 上 的 后 集 转 化 为 另 一 条 直线 ps 上 的 点 集 。 连续 进 
行 这 两 个 透视 得 到 一 个 变换 ( 见 图 二 10), 它 把 2 上 的 点 集 
转化 为 ps 上 的 扩 集 ， 一般 说 来 , 这 个 变换 不 是 透视 。 为 了 
检验 这 一 点 ， 只 要 连接 图 I-10 中 的 对 应 点 妃 和 4s，2Bi 和 
2a O01 和 和 0s, Di 和 Dos，…， 并 验证 这 些 连 线 不 共 点 或 验证 
了 1 一 pi*ps 在 这 个 变换 下 不 是 保持 不 变 的 . 

在 这 两 个 点 列 间 的 这 样 一 个 一 一 对 应 称 为 射影 对 应 或 
射影 变 搁 , 记 为 

Pi(Ai, Bi1, Oi1, D1, 和 2 (As, Bs, Os, Ds, .…). 
这 样 , 两 个 点 列 间 的 一 个 一 一 对 应 称 为 射影 对 应 (或 简称 身 
影 ) 是 指 这 个 对 应 是 一 系列 透视 的 结果 ， 


图 1-11 表示 在 不 同 直 线 上 的 两 个 点 列 间 的 一 个 射影 
Pi1(Ai, B,, Oh D,, ““) RP hs, Bs, Qu Ds, “…), 


pi(Ai, Bi, Oi, D, “Rp hs, Ba, Oa, Da, …) 


Ps | P, 
Pslhs, B,, Ca， D;, 2) 入 2a(44， Ba, Os, Ds, …) 


类 似 地 , 射影 
(a) z Pi( 4A, B,, Ca， 1， 入 2 B,, O,, D,, …) 
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2 如 L's 
图 1-11 
可 由 一 系列 透视 
(b) PR pe 


确定 。 仅 有 的 限制 是 已 不 在 2 上 ,pua 不 在 P 上 . 我 们 顺便 注意 到 ， 

(1) 两 个 点 列 闻 的 透视 是 射影 的 一 种 特殊 情况 ,反之 则 不 然 . 

(2) 射影 (a 是 可 逆 的 , 也 就 是 说 , 由 (a) 可 推出 : 

(a’) Pn An, B,, Cn D,, “Fpi(h, B, Cu Di, …). 

把 (b) 倒 过 来 写 就 得 到 了 建立 (a ) 的 透视 序列 

上 面 所 有 的 直线 D1, Pa, Pe, ”0 不 必 都 不 相 同 ， 特别 地 ， 如 果 pn 一 Pi 则 有 

(6) Pi1(A1, B,, Os, Di, “) Pi( A,, B,, O,, D,, …), 
例如 ， 读者 只 要 把 图 1-11 中 的 直线 Pa4。， 了 DB，PaOs， PoD 分 别 延 长 交 2i 于 4r， 
Bs, Os, Ds, ”3 把 同一 图 中 的 PsAs, PeBs, PaOs, 了 .Da … 分 别 延 长 区 ps 于 As, Bs, Oe, 
Du …, 则 有 

pi(Ay, B,, Oy, D, ps hs, B,, Os, Ds, Rp As, Bs, Os, Ds, “…) 


和 . 
(d) pi(A1, B1, 01, D1, “Pi(As, Bs, Os, Ds, *…) 
以 及 pl As, Bs, O01, Do 7) Rps( As, Bo Cs, Da …) 
Rps( hs, Bs, Cs, D, Rp ho, Bo, Oo, De, .…) 
| 


(e) Pi(As, By, Os, D1,**) pi(As, Be, Oe, Do, …)。 
当然 现在 在 直线 2 上 仅 有 一 个 点 列 ， 以 上 每 一 射影 的 结果 是 把 这 个 点 列 变 为 自身 , 因为 每 


E 第 - 章 引 当 
一 射影 要 求 p1 的 每 一 点 有 两 个 标号 , 所 以 我 们 认为 这 些 射 影 中 的 每 一 个 是 在 同一 直线 上 的 
不 同 点 列 间 的 变换 ,问题 就 简化 得 多 了 ， 相 应 地 ， 我 们 把 (6)，(d)，(e) 称 为 在 直线 pi 的 选 
置 点 列 间 的 射影 . 
按照 对 偶 原 则 , 存在 直线 束 到 自身 的 射影 。 为 了 方便 起 见 ,我 们 认为 这 是 在 同一 点 上 的 
不 同 线束 间 的 射影 , 并 称 为 在 一 点 上 的 选 置 线束 间 的 射影 (作为 一 个 例子 , 见习 题 1.13).， 
在 迭 置 束 间 的 射影 中 , 可 能 会 出 现 一 个 或 多 个 元 素 是 自 对 应 元 素 的 情况 ，( 下 一 章 我 们 
将 证 明 , 如 果 有 多 达 三 个 的 元 素 是 自身 对 应 元 素 ,那么 每 一 个 元 素 都 是 自 对 应 元 素 ，) 迭 置 
射影 的 自 对 应 元 素 常常 称 为 射影 的 二 重 元 素 ( 不 变 元 素 ) .在 习题 1.16 和 并 .18 中 给 出 了 有 
两 个 二 重 元 素 的 近 置 射影 的 例子 ， 


8. 有 关 射 影 的 定理 


在 以 下 两 章 中 ,我 们 将 回答 下 列 问题 : 

(1) 给 定 在 前 一 节 中 用 透视 序列 (b) 定 义 的 射影 (a) 能 用 少 于 % 一 I 个 的 透视 对 应 来 确 
定 吗 ? 

(2) 给 定 射影 (a), 它 在 什么 情况 下 是 透视 ? 

(3) 给 定 在 不 同 直线 pi 和 %。 上 或 迭 置 在 同一 直线 pp 上 的 两 个 点 列 ， 在 什么 条 件 下 能 
在 它们 之 间 建 立 一 个 射影 ? 

我 们 必须 记 住 对 于 这 些 与 点 列 有 关 的 问题 ， 都 存在 一 个 与 线束 有 关 的 对 偶 命 题 . 虽然 
我 们 能 够 把 注意 力 仅 限 于 点 列 , 并 且 不 作 进一步 的 研究 就 接受 每 一 个 已 得 定理 的 对 偶 命 题 ， 
我 们 在 这 里 将 不 采取 这 个 方法 。 事实 上 ， 我 们 将 有 目的 地 来 回 往返 于 关于 点 的 定理 和 关于 
直线 的 定理 之 间 . 一 般 不 给 出 所 述 定理 及 其 对 偶 命题 的 证 明 ， 这 样 如 果 荣 一 个 定理 在 课本 
上 没 给 出 对 偶 命题 和 它 的 证 明 , 我 们 将 留 给 读者 去 补足 ， 

在 习题 1.4 中 ,我 们 证 明 

定理 1.8 在 不 同 直线 或 同一 直线 上 给 定 两 组 分 别 共 线 的 三 点 41,， Bi1, O01 和 4，，B，, 
Os, 至 少 存在 一 个 射影 使 得 Ai, Bi, Oi 分 别 变 到 有 4s, Bs, Os. 

在 习题 1.5 和 1.6 中 ,我 们 证 明 下 列 定 理 的 一 部 分 和 另 一 部 分 的 对 侦 命 题 ， 

定理 1,4 设 4, B, 0, DD 是 一 条 直线 上 的 不 同 点 ,存在 射影 分 别 使 得 

(a) 4, B, 0, DD 各 变 到 B, A, D, 0，(b) 4, B, 0, DD 各 变 到 DD, 0, B, 4，(6) 4 
B, 0, DD 和 名 变 到 0, D, 4, B. 


$1.2 问题 及 其 解 


1.1 设 (r, R.) 是 拓 广 平面 的 任 一 拓 广 直线 ,， 4，B, 工 是 这 条 直线 上 不 同 的 普通 点 ， 己 
是 这 个 平面 上 不 在 + 上 的 任 一 普通 点 。 从 了 向 直线 上 的 这 些 点 投影 并 被 平面 上 经 过 了 I 但 
不 过 卫 且 人 不同 于 (r,，B.) 的 任 一 拓 广 直线 (7?，R。) 所 截 ， 找 出 : (a) 4, B 和 工 的 对 应 点 
(b) RB。 的 对 应 点 B; (6) (7, 有 Bs) 上 与 Bs 对 应 的 点 五 . 

解 ，(a) 4 的 对 应 点 4 是 4 的 投影 线 (P4, 5S。) 和 (rw*，B) 的 交点 , B 的 对 应 点 好 混 
(PB, 了 了 。) 和 (YR) 的 交点 ， 因 为 了 的 投影 线 (PI, 0U。) 交 (7r'，R%) 于 工 ,所 以 了 的 对 应 点 
是 1 本 洁 . 
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(b) RR 的 射影 线 是 拓 广 直线 (s，R。), 这 里 是 通过 了 且 平 行 于 了 的 普通 直线 ，R。 的 
对 应 点 BR' 是 7' 和 s 的 交点 . 

(e) 号 是 r+ 和 过 PP 且 平 行 于 r' 的 直线 s 的 交点 . 

1.2 ”假定 所 有 的 点 和 直线 都 共 面 , 下列 命 题 中 哪些 属于 平面 射影 几何 ? 对 于 每 一 个 属 
于 平面 射影 几何 的 命题 ， 写 出 它 的 平面 对 偶 命 题 . 

(a) 无 三 点 共 线 的 四 个 不 同 点 有 六 条 连 线 . 

(b) 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 . 

(e) 如 果 4,.B,O 是 不 同 的 不 共 线 点 , D 和 召 是 不 同 的 点 ， 使 得 B, 0, DD 共 线 和 0O, 4， 
召 共 线 , 那么 ,存在 一 点 了 使 得 4, B, 了 共 线 且 D, 召 , 了 共 线 . 

(d) 内 接 于 半圆 的 角 是 直角 . 

解 ， 命 题 (b) 和 (d) 与 线段 的 长 度 和 角 的 度量 有 关 , 不 属于 射影 几何 学 . 

(〈a) 的 对 偶 是 : 无 三 条 共 点 的 四 条 不 同 直线 有 6 个 交点 . 

(0) 的 对 侦 是 ; 如 果 w 5, oc 是 不 同 的 不 共 点 直线 ,a 和 e 是 不 同 直线 ， 使 得 5, c, @& 共 点 
和 c，w e 共 点 ,那么 存在 一 条 直线 f, 使 得 4,c, 了 共 点 且 oe,f 共 点 . 


Pi 


图 i-12 图 1-13 
1.3 作出 两 个 射影 的 香 置 线 来 
解 ， 考虑 图 三 13 中 的 线束 Pi(@i, 91 ct di …) 它 被 不 在 Pl 上 的 直线 pi 所 截 ， 再 从 
不 在 24 上 且 不 同 于 Pi 的 Pa 向 2 上 所 截 得 的 反 列 投影 , 然后 用 不 在 Ps 上 且 不 同 于 p1 上 的 
直线 2a 去 截 在 Pi 上 的 直线 束 ， 再 从 Pi 用 直线 gs，bs, cs,… 问 pa 上 所 截 得 的 点 列 投影 . 
根据 作 图 有 : 


Pi(ci，21，c1，da， AP ba, Ca, ds, *…) 和 pm bs, Cs, Qs, ***) 
所 以 Pi(a, by ou Gi, **) RPi(Gs, bs, cs, ds, *°). z 
1.4 证 明 : 给 定 两 组 分 别 共 线 的 三 个 不 同 点 41，Bi,01 和 4s，Bs, 0s, 至 少 存在 一 个 
射影 使 得 : 41，B1，041 分 别 变 到 4s,Bs, 05. 


1 和 第 一 章 引 言 

证 明 ， 为 了 正确 地 理解 这 个 定理 的 意义 ， 也 为 了 介绍 一 个 今后 在 类 似 情况 下 使 用 的 简 
单 记号 ,假定 A1，B1, O01 在 直线 7 上 ,43，B，,，03 在 另 一 直线 8 上 .我 们 要 证 明 在 + 和 s 的 
点 列 间 存 在 射影 ， 

(a) | r(Ai, Bi, Oi, (da， Bs,, Os, …). 

注意 到 我 们 并 不 关心 7 上 的 其 它 点 在 8 上 的 对 应 点 是 什么 ， 所 以 可 能 存在 许多 满足 定 
理 条 件 的 不 同 射影 。 因 为 我 们 只 关心 给 定 的 三 元 点 组 ,所 以 (a) 可 以 相应 地 简化 为 

r(Ai1, By, OV Ks(h,, B,, 0,). 
有 三 种 情况 需要 游 洪 ; 
(1) 参看 图 1~14(@), 假设 41，Bi, O1 在 直线 7 上 , 4,，B，,，0， 在 另 一 直线 * 上 , 且 4: 
P 


~ As 一 ?7.s， 设 PBiBa.010,, 在 这 样 建立 起 来 的 射影 中 ,我 们 有 (41, Bi, 01) 入 s(4s, Bs, 
Oa) ， 从 而 rAd, Bi, Oi) 人 3(A,, B,, 0O,), 当 r'g8= Bi=B, 或 1 3 一 CO 一 O3 时 可 得 出 相同 的 

(2) 参看 图 1-14(5), 假定 41,， Bj, O01 在 r .上 , 42，B 0 在 * 上 , 且 在 7s 一 4 一 42， 
:3= B= B,, .8=01=0, 中 没有 一 个 成 立 . 在 A414 上任 取 不 间 于 41 和 4s 的 点 DP, 在 
As 上 任 取 不 同 于 Ai4， 和 多 的 一 条 直线 2,. 从 卫 把 Ai, Bi, O1 投影 到 Dp 上 的 A,, B,, Os, 


令 Q@==BsBs*0s08, 则 rr(As, Bi, O13) 大 p(4。 Bs, O,) 关 。(4。 Ba，O2) ,从 而 得 到 
r+(A1, Bi, O01) As(A,, Bs, 03). 
(3) 参看 图 1-14(e)， 假 设 A1l， Bly, O01 和 4，，Bs,，0s 都 是 r+ 上 的 共 线 点 。 从 不 在 7 上 
的 任 一 点 了 , 把 41,，B:1, O01 投影 到 任 一 直线 8 上 的 4s，Bs, Cs， 这 里 8 不 在 了 了，4j,， Bi 或 
O01 上 .重复 (多 中 的 步 又 , 我 们 可 以 用 至 多 两 个 透视 把 46。，B,，0s 分 别 变 到 4，，B，，0s, 因 
此 所 求 的 射影 为 ; : 
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r(A:, Bi, O01) 7 (Aa, Bs,, C3). 
1.5 给 定 直 线 p 上 的 四 个 不 同 点 4, B, 0, DD, 找 出 一 个 射影 使 得 , 
np(A, B, 0, D)An(O, D, A, B). 
解 ， 这 是 用 习题 1.4 的 较 简 单 符号 表示 的 定理 1.4(c)， 参 看 图 -15， 从 不 在 p 上 的 
任 一 点 卫 向 这 些 给 定点 投影 , 再 用 一 条 在 上 上 且 不 同 于 wp 和 了 PB 的 任意 直线 9 去 截 , 分 别 
得 到 点 4 B', 0', D'， 注 意 B'=B, 连接 4' 和 0 的 直线 40 交 PD=r 于 D", 则 有 


卫 0 A 
2(4, B, 0, D)Aa(A’, B', O', D)Ar(D", D, P, D)APO, D, A, B) 
所 以 2(4, B, 0, D)Ap(O, D, 4, B). 


图 1-15 图 1-16 


1.6 给 定 在 点 P 上 的 四 条 不 同 直 线 a, b,c, a, 作出 一 个 射影 ,使 得 
Plag, b, ¢, a) AP(L, 4, d, oe). z 
解 ， 考 虑 图 1-16 中 在 PP 上 的 直线 a, 8, c, 9， 用 不 在 PP 上 的 任 一 直线 p 去 截 , 在 从 直 
线 5 上 不 同 于 卫 且 不 在 2p 上 的 点 @ 向 所 截 得 的 点 4，B, 0, D 投影 
设 8B=0, QO=60c' QD=d', c=0’ BO'’=ce” 则 有 


用 a 如 ， 
Pla, 8, ec, 助人 8 b', ©', do)AB(L, b', 02) 关 忆 (60 d, 0) 
所 以 ， Pla, Do AP(L, a, d, o). 


31.3 补 充 题 


1.7 把 一 个 给 定 圆 投影 成 (a) 另 一 个 圆 ，(pb) 一 个 椭圆 ，(0) 一 条 双 曲 线 ，(d) 一 条 抛 
物 线 . 

1.8 在 射影 平面 上 给 定 图 1 二 -17(g) 和 (58)。 用 语言 叙述 每 一 个 图 形 及 其 平面 对 偶 ， 并 
画 出 图 形 . : 

提示 ， 图 1-17(w) 是 由 两 条 不 同 直 线 组 成 的 ,在 一 条 直线 上 标 有 两 个 不 同 点 , 在 另 一 条 
直线 上 标 有 三 个 不 同 点 , 且 这 两 组 点 都 不 是 这 两 条 直线 的 交点 . 它 的 平面 对 偶 是 由 两 个 不 
同 点 所 组 成 ,在 一 点 上 有 两 条 不 同 直线 , 在 另 一 点 上 有 三 条 不 同 直线 , 且 这 五 条 直线 都 不 是 
这 两 个 点 的 连 线 ， 
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(DD ©) 
图 1-17 


1.9 画 出 习题 1.2(a), 1.2(6) 以 及 它们 的 对 偶 图 形 。 

1.10 与 出 平面 射影 几何 下 述 定理 的 对 偶 ; 如 果 Ri1，R。，Rs 是 直线 + 上 的 不 同 点 ,Sz 
So, S， 是 另 一 直线 8。 上 的 不 同 点 , 直线 RiS4，RaSo，，RsSs 都 在 点 了 上 ,那么 点 RiSa* Ra81, 
RsSs- RsSs，RasS1* RiSs 都 在 一 条 与 + 和 s 共 点 的 直线 2 .上 。， 夯 出 这 个 定理 和 它 的 对 个 的 
图 形 . 

1.11 用 圆 作为 射影 直线 的 模型 , 验证 ; 

(a) 射影 直线 上 四 个 不 同 点 4, 了 3，@O, D 有 六 种 不 同 的 排 法 . 

(b) 如 果 4.B.O0.D 是 射影 直线 上 四 个 不 同 点 , 则 或 者 0, D 分隔 4, B, 或 者 B,D 分 
隔 4, 0, 或 者 4, DD 分 隔 B, 0. : 

(co) 如 果 4, 了， 0, D, 如是 射影 直线 上 不 同 点 , 且 CO 了 分 隔 4.B DB 了 分 隔 4.O, 则 
D 是 分 隔 4、B, 

(d) 如 果 A4、.B.O.D. 恕 是 射影 直线 上 的 不 同 点 , 且 0, D 分 隔 4, B。， 则 D, 恕 至 多 能 
分 隔 A4，B; 4, 0; B, O 中 的 两 组 . 

1.12 证 明 , 在 不 同 的 共 面 直线 2 和 wp’ 上 的 两 点 列 间 的 一 个 透视 中 ， 总 存在 唯一 一 个 
自 对 应 点 ， 叙 述 并 证 明 它 的 平面 对 偶 命 题 . 

1.13 (a) 在 图 1-9(2) 中 , 在 pp 上任 取 另 一 点 对 ,并 作出 它 在 p 上 的 对 应 点 了“ 在 p 
上 任 取 另 一 直线 了 并 作 它 在 P 上 的 对 应 直线 了, 

1.14 在 图 1-11i 中 设 T= D1° Ps, Ts = a" ps, Ks = po pa 

(a) 在 射影 py 入 Ps 中 ,在 Pp 上 确定 工 和 py 上 另 一 点 和 1 的 对 应 点 。 


EL 
(b) 在 透视 全 六 pa 中 , 在 Pp: 上 确定 za 和 五 的 对 应 点 ， 然后 在 射影 Pi 入 ps 中 , 在 ps 中 
确定 I 的 对 应 所 ， 
(o) 在 射影 ps 大 2 中， 在 gs 上 确定 在 me 上 点 s 的 对 应 点 太 。, 再 在 ps 上 确定 点 Ls， 
使 得 它 在 2 上 的 对 应 氮 是 Za 一 到 
1.15 把 图 1-13 中 的 射影 Pi 入 Ps 表示 成 一 系列 基本 透视 
Pi(@1, b1, 1, 1, **%) pAs, Bi, O01, D1, …) 六 …。 
1.16 在 图 18 中, 设 P 了 =pi*ps，s1 一 了 PiPs, 在 射影 
Pi(m, b1, ci, di, *…) A Pi(Gs, ba, Cs, ds, *…) 
中 找 出 对 应 于 自身 的 直线 su 这 样 5&1 是 这 个 射影 的 二 重 直线 证 明 , 鼠 王 PP 也 是 这 个 射影 
的 二 重 直 线 ， 什 么 时 候 有 如 =s1? 什么 时 候 有 如 天 519 


Am 
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1.17 在 图 1-16 中 , 在 己 上 任 取 另 一 直线 。 并 作出 它 的 对 应 直线 f, 会 出 现 了 的 对 应 
直线 是 。 的 情况 吗 ? 


1.18 性 嵌 图 1-16 中 的 透视 ,P(5, o, gd, …) QD 0, 8,…)。， 在 pp 上任 取 不 同 于 
4, B, 0, 也 的 一 点 咏 在 S 上 性 取 不 同 于 p 也 不 在 点 卫 或 @, 上 的 直线 8 设 4.3 一 ,5.3~ 
B’, es=0’, ds8=D'; b's=B"', 0.8m0" d's= DD” 

(a) 证 明 s(B', 0O', D',…:) 和 s(B”, 0”,，D"”，。，…) 成 射影 对 应 ， 

(b) 证 明 在 这 个 射影 中 BR 和 .8 都 是 二 重点 ， : 

1.19 (a) 在 任 一 直线 p 上 取 三 个 不 同 点 4, B, 0, 从 不 在 p 上 的 任 一 点 P 卫 向 这 些 点 
投影 , 再 用 4 上 不 同 于 wp 和 4P 的 任意 直线 去 截 ， 得 到 点 4', B', 0, 设 QBO. BO'， 证 
明 ,存在 个 射影 使 得 :p(4, B, .0) Kp(4, 0, B). / 

《by 类 似 地 得 出 :9(4, B, 0) Kp(B, 4, 0)， ?04 B, 0) pCa, 0 4)， pC ds) B, 9 
Ap(O, 4, 了 和 2(4， B, OO) Ap(o, B, 4). 
1.20 叙述 定 汉 1. 8 的 对 个 ， 把 它 称 为 定理 3 . 不 利用 对 人 原则 证 明 这 个 定理 ， 
11.1 在 图 1-14(0) 中 , 射影 p(43, 有 CO) 入 2 (4a，Bs， 0;) 能 表 成 不 少 于 三 个 透视 的 
乘积 , 给 出 一 个 例子 ， 使 得 忆 一直 久 上 交大 个 于 平 训 组 hh BB 0 和 人， Bo (雪上 互 
不 相同 》 河 的 射影 能 表 成 丙 个 透视 的 乘积 、 四 
1.20 证 明定 理 1.4 的 (a) 和 (Pb). 并 证 内 (了 b) 各 (6) 前 对 个 ， 


第 二 章 交 
2.1 类 本 内 容 | i 


了 分 此 


回忆 在 欧 氏 平 几何 学 中 所 各 究 过 的 图 少 性质， 它们 人 好 者 在 刚体 二 友 的 革 平 和 

疙 转 的 集 侣 下 保持 不 变 .， 在 射影 平面 儿 何 学 中 , 射影 变换 认 射 影 币 鹤 影 所 组 成 。 我 们 自然 
要 问 ; 除了 点 和 直线 外 ， 在 射影 和 入 影 下 有 没有 不 变性 质 ? 为 了 回答 这 个 人 是 ， 我 们 再 次 入 
到 软 民 平 再 站 

考 十 欧 氏 平面 的 一 条 任意 直线 六 ( 兄 图 3 世上 及 直 了 上 不 同 的 兆 人 点 二 和 且 矶 的 
眉 AB, :用 补 头 所 指 方向 代表 p 的 正 向 (当然 ， 我 们 也 可 以 选择 相 及 的 方向 )。 选 定 方向 以 
后 , 直线 p 就 称 为 有 向 直线 , 线段 4B 眠 有 长 度 又 有 方向 (总 是 从 所 到 区) 称 为 有 内 线段 . 
线段 BA 和 线段 4B 长 度 相间 但 前 向 相反 ; 因此 了 4= 一 4 下 县 “'“ 5! . 


AB+BA=0. (1) 


4 | Gg B D 


图 2-1 
设 O 是 直线 p 上 不 同 于 4 和 8B 的 任意 一 点 , 因为 48=AO+CB，(1) 式 可 以 写成 下 面 
形式 
AO+OB+BA=0. (2) 
我 们 留 给 读者 去 验证 (见习 题 2.7) (1) 和 (2) 都 与 2 的 方向 无 关 , 并 且 (2) 还 与 CO 和 4， 
B 的 相对 位 置 无 关 ， 
最 后 , 设 D 是 直线 p 上 不 同 于 4、B.C 的 另外 一 点 ,在 习题 2.1 中 我 们 将 证 明 关 系 式 


AB.OD+ A0.DB+ AD. BO=0. (8) 
当 4, B, C 是 有 加 直线 p 上 的 三 个 不 同 乓 时 ,线段 4B 被 O 所 分 的 分 比 (4B, 0) 定 义 为 
(AB, 0) = A0/BO. (4) 


当 O 在 线段 4B 上 时 ( 见 图 2-1), 40 与 BO 符号 相反 , 从 而 (4B, 0) <0; 当 0 不 在 线段 4B 
上 时 , (48B, 0) >0， 我 们 再 次 请 读者 证 明 (4) 与 p 的 方向 无 关 . 


2. 欧 氏 平面 内 的 交 比 


设 4,B,0,D 是 有 向 直线 p 上 任意 四 个 不 同 的 点 ( 见 图 2-1)， 分 比 (4B, 0) 与 (4B, D) 
的 商定 义 为 4, 关于 0, 了 D 的 交 比 (二 重 比 ), 记 作 (4, B, 0, 六)， 即 


并 说， 
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i (4, Bo0D= 条 /全 - 移 : 曾 - 和 人生. 贡 (5) 
因为 每 一 个 分 比 都 与 p 的 方向 无 关 , 所 以 (5) 式 也 与 也 的 方向 无 关 . 
当 0.D 都 在 线段 4B 上 时 , (4B, 0) 和 (4B, DD) 都 为 负 , 从 而 (4, B, 0, 刀 ) 为 正 ， 当 
O 点 在 线段 4B 上 而 DD 点 不 在 时 ;4B, 0) 为 负 ， (4B, DD) 为 正 ， 从 而 (4,B, 0, DD) 为 负 . 
请 读者 验证 , 当 0, 刀 都 不 在 线段 4B 上 时 , (4, B, 0, DD) 为 正 ; 当 了 点 在 48 汗 而 O 点 不 
在 时 , (4, B, 0, DD) 为 负 . | | 关 


3. 交 比 的 不 变性 四 四 

考虑 图 2-2 中 有 向 直线 7? 上 的 四 个 不 同 点 4,，B, 0, D， 通 过 不 在 + 上 上 的 任意 一 点 P， 
把 这 些 点 投影 到 不 在 己 上 的 另 一 有 向 直线 s 上 ， 得 到 点 4，B 0 了， 在 欧 氏 平 面 上 关 
于 交 比 的 基本 定理 是 : . 

定理 4.1 一 条 直线 上 四 个 不 同 点 的 交 比 在 射影 和 截 影 下 保持 不 变 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,从 了 向 7 引 垂 线 交 7 于 互 ,那么 不 考虑 符号 , 我 们 有 


王 HP.AO 
40 了 -om 和信 APO 的 面积 
全 到 了 P.30 人 fp 由 


B80 | 
48,0,D)- 2D "了 IFp pA4PD 的 面积 
BD 3 ABPD 的 面积 


1 


4P.OPsin /APO 


Tppope /ppy sin/APO 

BP'OPsin LBPO RSGpG 
Bn ZAPD 

mmZBPD 


4P.DPsin /APD 


3 BP. DPsin /ZBPD. . 


实际 上 ,我 们 证 明了 


_ 40 BD._, sn/APO 
(4, B, 0, D0 HD "+m Isp6 : 
sin /BPD 
“mFAPD: ‘6) 
现在 , 从 了 向 直线 。 作 垂 线 交 s 于 契 , 重复 以 上 
的 讨论 我 们 得 到 ; 
AO' BD ,sn/APO 


(4 ， B', O ， D') 一 村 天 一 一 十 


BO’ A'D’ sm /BPCU 
sin/APD" 


当 各 点 的 标号 如 图 2-2 所 示 时 , 为 了 完成 证 明 , 我 们 必须 证 明 (6) 和 (7) 右边 的 符号 相同 ， 
“ 选 定 一 个 绕 P 的 方向 使 C4PO( 由 4P 绕 己 反 时 针 方向 旋转 到 与 CP 重合 所 成 之 角 ) 
取 正 值 , 那么, 人 4PD 也 取 正 值 ,而 LBPO 和 人 BPD( 由 BP 绕 了 有 顺 时 针 方向 旋转 所 得 ) 
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下 条 人， 这 样 我 人 发现 -各 与 可 人 外 5， 如 与 外 人 BF 有 相同 的 符号 ,而 且 这 种 


问号 性 Dp 二 的 方向 和 绕 卫 的 方向 都 无 关 、 这 样 ， 《6) 和 (7) 的 右边 都 是 正 号 ， 于 是 有 
/ (A, BO,.D)=(4’, BO D'). z 

在 习题 2.11 中 ,我 们 将 证 明定 理 2.1 与 点 的 标号 顺序 无 关 、 和 

对 偶 地 , 我们 考虑 在 卫 点 上 四 条 不 同 的 直线 4,3,0,9, 设 不 在 PP 寺 的 任意 直线 ”和 3 分 
别 截 这 些 直线 于 点 集 4, B, 0, DD 和 4', B', 0', D'， 根据 定理 2.1, 有 

(4 B, 0, D)=(4’, B', 0', D'"). 

这 启发 我 们 作出 下 面 的 定义 ( 见 图 2-3): 

在 点 卫 上 的 任意 顺序 的 四 条 直线 妃 2 6， 3 的 交 比 衣 是 这 些 直线 被 不 在 下 圭 的 任意 直 
线 所 入 得 的 同样 顺序 的 四 点 4 B, 0,D 的 交 比 ,好 ， 
(g, 6, ¢, @) =(4, B, 0O, D) 
(0, ,dQ, 5)=(0, 4, D, B) 


等 等 , 


:图 3 | 图 2-4 
最 后 ( 见 图 2-4)， 设 和 4. 8 是 任意 两 个 不 同 点 ， 0， ,a 是 在 任 一 点 卫 关 4, B 上 的 任意 不 同 

直线 ， 它们 都 不 在 和 4 识 甩 上 . 设 4B.0=0, 4B.d=D.、 我 们 定义 元 4, B, e, d 中 的 任 
意 两 个 关于 其 它 两 个 的 变 比 为 四 点 4， B, 0, D 的 相应 交 比 ， 例 如 ， 

(4, B, o, d) =(4, B, 0, D), 

(ec, A, B, a) = (0, 4, BD) 
等 等 :- 类 似 地 ， 设 P4- 四 PB=b, 我 们 定义 
(4, 8B, 0,0)- (@, b, 0, od), 
(0, B, gd, A)= (0,.b, d, a) " 


四 


等 等 . 


4. 二 十 四 种 交 比 

我 们 重申 我 们 现在 处 理 的 是 欧 氏 平面 ， 在 图 2 工 中 , (4, 下 0, 刀 ) <0, 而 (4, 0; B, 刀 ) 
>0， 服 然 四 点 〈 四 条 直线 或 两 点 和 两 条 直线 ) 的 交 比 的 值 依赖 于 把 这 些 元 素 记 入 (一 ， 一 ; 
一 ， 一 ) 的 舌 序 。 与 四 个 不 同 字 生 的 94 种 不 同 排列 对 应 , 有 同 樟 目的 交 比 , 然而 ,不同 
比 的 数目 不 是 24 个。 因为 ; 注意 到 符号 ; 我 们 发 现 


$3.1 基本 内 容 21 
4O BD BD 4O_ DB CC4 O04 DB 


Ee 


AD “B00 BO 4D D408 0B’: DA: 
因此 0 DB, 4 DD, 0, BC0, D, hsB). 
于 是 有 


定理 2 2 当 四 个 元 素 中 的 任意 两 个 与 其 而 个 同时 刘 扩 ， 交 比 的 信保 持 丰 
变 .… 


国 此 ,4 个 交 比 4 个 -凡人 为 6 人 集合、 设 (4,B, 0, Des ia 和 合 连 同 它 们 的 数 
信息 
(a) (4; B, O D) = (BAD Oe Do B, 4) = 人 = = 
“(bp) (4, B, 0O, D)= =(B, 4, 0, D) = (Oo D, B, A)= -GD 0, 4 BB) 一 二 : 
(©) (4, 0, B, D)=(0, 4, D, B)=(D, B, 0, 4)= (B,D A, OL (8) 
(0). (4, 0, D, B)=(0, 4, B, PD)=(B, D, 0, A)=(D, B, 4, 0) ~; 
(0) (4, D, 0, B)=(D, 4,.B, 0)=(B, 0, D, A =(0, Bh, D) = 
(0) (4, D, B, 0)=(D, 4, 0, B)~(0, B, D, 4)~(B, 0, 4, D) -2 
为 了 推出 这 个 表 , 考虑 图 3- 中 直线 上 的 四 个 不 同 点 4, B, 0, D, 设 (4, BB, 0, 了 D) 
~ 那么 (4, B,D, 0)~= 信 "人 -1/ 她 条 ~ 证 由 定 再 2. 2 推出 (8)(b)， 
我 们 证 明了 ， 
定理 2.8 在 任 一 交 比 中 , 交换 它 的 一 对 元 素 所 得 变 比 的 值 是 原来 交 比 的 值 的 倒数 ， 


再 考虑 (4 0, B 及- 全 人, 由) 有 -入 中 + 和合 店 -AL 0, 也 


D)+ (4， B, 0, D) =1, (4, 0, B, D) =1-— .于 是 ,由 定 理 2. 2 推出 (8) (9)， 我 们 证 明了 ， 


定理 2.4 在 任 一 交 比 中 ， 交换 它 的 内 项 (中 间 丽 个 元 素 ) 或 外 项 (外 面 两 个 元 素 ) 所 得 
交 比 的 值 是 原 交 比 的 值 的 算术 余数 . 


表 的 剩余 部 分 容易 推出 ， 及 们 留 络 谈 着 去 完成。 


我 们 现在 有 : 
定理 %.5 如 果 已 知 四 点 的 任 一 交 比 的 值 ， 则 也 有 交 册 的 信 帮 已 确 定 | 
例 2.1 设 (4， B, 0, D) =8, 那么 , (4, B, 了 D， 0) 一 六 , (4, 0, B, DD) -2 (A,O, 


D, B) =- 广 ， (A, D, 0, B) = 总 ， (4, D, B, 0) = 
根据 定理 2.2， 所 有 34 个 交 比 的 值 都 知道 了 . 
假设 4 B, 0; 了 D 中 基 两 个 点 重合 ,有 三 种 情况 : 


00- 当 4 和 加 重合 时 ,有 (4 4, 0, 卫 ) -49 ,4D 1, 当 0 和 也 重合 时 ,情况 是 一 
祥 的 ， 


| 徊 4 和 重 人 时， 有 (4, 太 4 忆 - 荔 器 -%， 和 卫 重 人 时 情况 是， 


一 样 的 | S on 
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Gii) 当 4 和 也 重合 时 , (4, B, 0, 4) 好-… 了 各 , 交 比 没有 定义 ,我 们 约定 (4, 有 B， 
0, 4) (4, BB, DD) 一 oo, 它 表示 当 卫 趋 于 4( 或 0 趋 于 B) 时 , (4 B, 0, D) 的 数值 可 
无 限 增 大 ， 反 过 来 不 难 证 明 ; 如 果 交 比 取 值 是 0, 1，eo 中 的 一 个 , 那么 必 有 某 两 点 重 家 ,。 

下 面 假设 4, .B, 0 三 点 固定 , .而 当 D 点 描 出 直线 p 时 。 当 点 的 位 置 如 图 2-1 源 示 时 ， 
(4, B, 0, D) <0, 当 也 向 右 移动 时 ,40/BO 的 值 保 持 不 变 ,而 BD/4D 的 值 恒 正 且 趋向 字 
1 因此 , (4, 0, DD) 趋 向 于 O/BO， 当 呈 向 左 移 动 时 ，BD/AD 恒 正 而 递减 .如 上 所 
述 , 当 也 与 重合 时 ,(4, B, 0, D) 0， 当 也 继续 从 B 移 动 到 O 时 ,(4, B, 0, D) 的 值 
从 0 增加 到 1 当 卫 与 OQ 重合 时 ,(4, B, 0, D) 取 值 1， 当 也 继 续 从 0 移动 到 和 4 时, (4,， 
B, 0, 也) 的 值 从 工 增加 到 ,co. 当 刀 与 4 重合 时 , (4, 了, 0, DD) 的 什 用 op 表示 . 当 卫 从 4 
向 左 移动 时 , (4，, B, 0, D) 取 负 值 并 递增 地 趋 于 4O/BO. | | 

最 后 ,假设 6 个 交 比 的 值 中 有 某 两 个 相等 ,存在 两 种 情况 ， 


第 一 种 情况 ， 1 于 ， 这 时 入 一 1，X 一 土 L， 上 闸 已 经 注意 到 和 一 1 时， 四 点 中 有 两 点 重 
命 ,9 交 比 的 信 训 为 代 有 三 个 ， 即 0, 1， co, 当 和 ~ 一 1 时 ,6 个 交 比 的 值 再 次 缩减 为 三 个 , 即 
-1, 到 和 2. 

第 二 种 情况 ， 和 = 1/(1- -办 这 时 和 是 方程 入 :一 +1-0 的 一人 ， 交 比 的 数 信 是 记 数 
这 种 情况 ， 这 里 不 考虑 ， 
5. 交 比 是 一 个 射影 性 质 、 


现在 考虑 拓 广 平面 (ww, 2)， 设 4, B, 0, DD 是 任 一 拓 广 直线 (7, B..) 上 的 任意 四 个 

不 同 的 普通 点 ( 见 图 2-5), 卫 是 不 在 上 的 任 一 普通 点 , 设 (7， 避 -) 是 另 一 条 不 在 二 上 的 拓 

广 直线 , 它 应 这 样 选取 ， 使 得 当 以 卫 向 ("1 及) 投影 时 ， 4, B, 0, DD 的 对 应 点 4，B', 0, 

”DD' 是 普通 点 .在 这 个 射影 下 , 用 吾 表示 人 的 对 应 点 ， 用 五 表示 其 对 应 点 已 的 对 应 点 ， 
由 定理 2.1 我 们 有 . 


yi 


(4, B, oO, D)= = (4', B', 0', D). i | 加 (9) 


图 2.5 图 2.6 
其 次 , 直线 (7r，R.)， (rw'，R“) 和 点 4,，B, 0, DD 仍 如 前 设 ( 见 图 2-6)， 但 射影 中 心 部 是 
不 同 于 Rs。 和 及 的 理想 点 了。，(r， BR) 上 点 4,B, 0; DD 的 投射 线 是 平行 线 ， 它们 交 Cr， 
及-) 于 不 同 的 普通 点 4”,，B”, 0”, 也”， 容易 证 明 ， 


$2.1 基本 内 容 23 

(4 B;O O, DP)= = 《A”, B’”, 0O”, 万 六， ; (9') 

我们 现在 回 到 图 2_5 并 考虑 (r， 及 .) 上 三 个 普通 点 和 一 个 理想 点 4， 思 ,0 及 .的 情况 
它们 在 (r'， 及 ) 上 的 对 应 点 是 普通 点 4，B'， OR', 这 时 (BR'，4',B', 0 有 定义 . 但 (RB 
4， 甩 0) 部 没有 定义 。 因为 我 们 可 自由 地 定义 (如 .，4， 刀 0) 使 之 最 适合 我 们 的 日 的 ， 我 
们 令 : 
(B-， A,B, 0- 区 A’, B', O"), 9) 

即 我 们 定义 : 

在 任 一 拓 广 直线 上 三 个 普通 点 和 一 个 理想 点 的 交 比 是 它们 的 对 应 点 按 相同 胶 序 的 交 

比 , 这 些 对 应 点 是 通过 到 另 一 拓 广 直线 上 的 任 一 射影 所 得 到 的 ,只 要 这 些 对 应 点 是 普通 点 
然而 ， 当 射影 中 心 是 图 2-6 的 理想 点 卫 - 时 ， 对 应 点 4”，BY, 0 现 由 (r， 机) 的 三 
个 普通 点 和 一 个 更 想 点 组 成 .. 在 这 种 情况 下 ，(B， 和 4 ,0) 和 (R.，4”; 廊 "，0") 都 没有 
定义 ， 考 典 ( 工 ， 4，B,0) = 入 中 42 ,这 里 工 是 这 样 一 个 点 , 它 使 得 芝 分 隔 4， 0， 当 
> 时 ,加 各 -1 这 启发 我 们 定义 (及 ，4, 为 0) =. 4014B( 见 习题 3.18)， 于 是 (Ri 


4A; B”,0") =A"O"/A"B". 因为 40/4B 一 4"0"/4"B"( 证 明 这 一 点 ), 我 们 有 
(BR,, 4, B, O0)=~(R'., A";B", O"). | (9"") 

我 们 在 这 里 所 做 的 是 拓 广 交 比 的 概念 以 便当 在 (9 有 ) 上 的 四 个 点 中 ， 有 三 个 是 普通 点 ， 另 
一 个 是 理想 点 时 ,(9) 也 成 立 . 

现在 我 们 可 以 令 述 如 下 : 对 于 在 拓 广 平 南 上 的 两 条 不 同 拓 广 直线 的 点 之 条 的 任意 适 宰 
来 说 ， 一 条 直线 上 的 任意 四 点 的 交 比 等 于 他 们 在 另 一 直线 上 的 对 应 点 在 相同 咕 序 下 的 交 比 、 

由 于 射影 是 一 系列 透视 , 我 们 还 有 : 

对 于 在 拓 广 平面 上 的 两 条 不 同 拓 广 直线 的 点 之 间 的 任意 射影 来 说 ， -条 直 山 上 的 人 
四 点 的 交 比 等 于 它们 在 另 一 条 直线 上 的 对 应 点 在 相同 顺 岸 下 的 交 比 、 

我 们 这 样 定义 的 交 比 使 (9) 对 于 拓 广 平和 三 内 并 线 的 任意 四 点 都 成 立 ,还 剩 下 最 后 一 种 情 
况 , 即 四 个 点 是 ps 上 的 不 同 的 理想 点 4..,B.， 0 D., 显然 这 时 射影 中 心 和 理想 点 的 对 应 
后 都 是 平面 上 的 普通 点 . 假设 “ 


Ph B., O-， 了 IR B,0, DD, pp 


和 pC A, B., CO 站 a ) Rp CA B"", OO， 为 …) 
那 公 AG:A 也 O 〇 1， D’, APA, BB", OO", D", . >. 
我 们 定义 ， z 


加 个 不 同 的 理想 点 的 交 比 就 是 能 驶 通过 射影 而 得 到 的 任意 四 个 闪 线 的 普通 点 的 交 比 

在 把 交 比 概念 扩充 到 拓 广 平面 时 ,我 们 做 了 必要 的 附加 定义 以 使 下 述 定理 成 立 . 

定理 2.6 如 果 在 拓 广 平面 上 的 同一 条 或 不 同 的 两 条 拓 广 直线 的 点 外 (在 间 一 点 或 不 
同 的 两 点 上 的 线束 间 ) 建 立 了 一 个 射影 ， 第 一 个 列 中 的 任意 四 个 元 素 的 交 比 等 于 它们 在 第 二 
个 列 中 的 对 庶 元 素 ( 取 同 祥 上 顺序 ) 的 交 比 ， 可 

“这 里 产生 一 个 问题 ， 如 果 4, B, 0, 刀 是 一 条 直线 上 的 四 个 不 同 点 ，44， 序 ，O1'， 刀 是 
同一 直线 或 男 一 直线 .上 的 四 个 不 同 点 , 并 且 《4, B; 0, D) = (4 Bi 0', D')， 必 然 推 出 形 
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(4, B, Di D,*%:) AXAA Br', OD', ») 
的 射影 存 厅 吗 8 或 者 采用 第 一 章 的 箱 了 写 符 导 必然 推 出 (4 BG "TRA Os 已) 
吧 ?. ,在 习题 2.2 中 ,我 们 将 证 明 ，、 邮 管 是 肯定 的 7 
。 对 于 页 影 和 平面 ,我 们 现在 可 以 叙述 如 年: 
定理 2.7 如 果 4, B, 0, DD 是 四 个 不 同 的 共 线 点 ，4， 了 Of/ 万 是 曙 } 外 四 个 不 网 府 
共 线 点 , 这 两 组 点 在 同一 条 或 不 同 的 直线 上 ; 那么 ,由 ， ,5 
(A, B, 0, D)ACA’, BO D'"), i 
可 推出 (如 吧 ， 人 B00,D), 凡 过 夷 ,由 人 
(4h; Bi Oy DCh, 吻 $07 DZ i i 
可 久 贞 ( 8, 0, 天 (4 B', 0 DO 
,机 据 定理 于. 3,， 至 少 存在 _: 个 身影 便 得 任意 三 个 纵 定 的 基线 点 4,.B,; :0 出 浊 虹 萝 外 
= 个 给 定 的 共 线 点 4', B',O0'. 设 X 是 与 第 一 组 三 个 点 共 线 的 另 一 点 , 用 了 表示 ,了 X 在 这 
个 射影 下 的 对 应 点 ， 郑 么 ,由 定 凶 2. 7(4, 0, ~ “C4, 也 0 Zz 工 ) 并 县 (注意 习 是 2 3 
中 的 问号 ) 有 1 : 
定理 2.8 (基本 定理 在 负 尘 的 癌 一 让 级 或 不 同 直 绕 ( 合 一点 让 不 同 训 ) 上 名 十 
组 三 个 不 同 的 共 线 点 (两 组 三 条 趟 同 的 共 点 线 )， 存在 只 一个 身影 使 得 第 一 组 三 点 4 3 
人 6, 0) 分 别 变 到 第 二 绢 宣 态 BQK 线 刻 0 和 0 时 》 
: 在 谈 到 在 不 同 直 线 2 和 2a 上 的 两 组 三 个 不 癌 点 确定 陵 4 不 期 明 | 并 才 
由 产生 这 个 对 屯 的 各 种 透 视 序 列 这 个 害 理 的 汰 键 是 :3; 如 果 五 是 陈 凡 的 任意 其 亿 的 所 点， 
那么 ,与 使 4, BQ 分别 变 到 MB;:O 的 通 神 序列 花 美 2 站 的 对 应 点 趟 是 ps 士 的 同一 点 
郊 , 因此 我 们 有 人 
定理 4.9 若 在 非 党 加点 列 射影 ppsCPi 天 号 ) 中 ; pp -Pp 
Pi.P,) 是 自 对 应 元 素 ， 册 些 射影 是 透视 人 证明 见习 题 2.4. 
中 :这 于 3 9 的 一 个 重要 认 用 上 证 用 于 点 共 绑 或 至 线 亲 点 , 作为 下 全 
“ 害 理 2.7 的 其 他 推论 是 ;, 四 | be 
定理 2.10 如 果 4, B， 0, 刀 是 - 条 直线 上 的 任意 四 个 天 轩 的 点 1 Bo D) 
入 (4, B, D, 0) 入 (D, 0O, B, 4) 入 (0, D, 4, B), 
定理 2.11 分 隔 是 四 个 不 同 的 共 线 点 (四 条 不 同 的 其 点 线 ) 的 射影 性 质 . 
考虑 到 交 比 是 依赖 线段 长 度 来 定义 的 这 一 事实 ， ‘ 育 理 由 对 此 处 所 害 义 的 交 比 和 运用 交 
比 折 导出 的 定理 提出 异议 . 我 们 将 在 可 行 的 时 候 给 出 这 些 较 重要 的 定理 不 依赖 于 交 比 的 证 
明 , 在 以 后 各 章 中 ,常常 用 到 定理 2.10， 我 们 指出 早先 在 第 一 章 的 习题 1 5, 1.6, 1 “台中 到 
经 给 出 了 它 的 一 个 证 胃 ， | 后 人 : EE 
‘ 四 | 和 . 省 
1 .2 2 是 及 其 解 和 or 
i 人 1 
9 1 多 B, O 万 是 四 个 不 同 的 凑 线 点 证 明 ， AB:OD kAO: DB ADBO 0 1 i 
: 证明 。 怀 们 反复 利 几 2. 下 的 (起 米 证 明 对 于 4 Bo 人 三 点 上 我 们 有 -OOB+ 
B4=0、， 本 
由 此 推出 40= AB+ BO 


en 


-+4 + [ 和 
， - . 2 4 ” 5 
i 1 3 四 ， ” ， 、 * 1 -~ I 5 . | 


#2.2 问题 及 其 解 a0 
同样 对 于 4,B, 也 三 点 ;有 4B 一 4D+DB, 对 于 .B， 0, DD 三 点 有 :， 
0B=0D+DB. 则 有 | 

AB:OD+AO0:DB+AD:BO~ AB(OD+DB)+ BODB+ AD) — AB: OB+BO.AB- 0. 

2.2 给 定 拓 广 平面 内 向 一 一 直线 或 两 条 不 同 直线 上 的 两 组 四 个 不 同 的 共 线 点 4, B, Oo, 
DD 和 B', 0', D’, 证 明 由 (4 Bi 0， DD- (4 B'; O,, DD 可 推 得 (4 B, 0, D)K(A', 
B',0O' BW): 

证 明 . 由 定理 1 3, 至 少 存在 一 个 身影 把 4 B, 0, 思 分别 投影 到 和 4 B', 0', D. 假 
设 这 个 射影 外 刀 投 影 到 了 ， 由 定理 2.6(, B, 0, D)=(4', B';.0', D"). 


但 z 4, B, 0: D)=(4', B',O0', D’), 
所 以 4B', 0') D) = (4, B', 0', DO 
于 是 i (B', 4， | 4， 万 )， 

所 以 '=D". 


2.3 钴 证 折 广 平面 册 条 广 直 上 上 的 三 个 不 同 普通 点 4 Bb, ,0 和 一 个 实数 在 此 
直线 上 作出 点 子 ， 使 得 (4, “B; 0, ZX) <A 


: 入 向 (入 Bo ~ 娩 .BE 显然 , 当 <0 时 , 工 当时， 0 
当 4= 和 全 ,下 ~P，P。 是 与 4 妃 O06 闪 线 的 理想 点 除开 和 的 这 全; 还 有 机 各 


情况 ， : 
(1) 和 > 0, 参看 图 2-7w), 过 4 任 作 二 条 不 同 于 48B 一 (wp, 了 FW, Q_), 取 由 4 


到 Q。 的 方 向 为 此 直线 的 正 向 ， 在 《9， Q_) 十 到 两 点 B', 0&, 使 得 着 Gr 一 和 令 P=BB'. OO 


过 卫 作 一 直线 9 fg, 那么 ,p'g 一 到 要 为 所 汪 让 因为 , 由 定理 2. 6 有 


(4,.8B,'0, 区 ) 六 (4 », OQ) 
所 以 ， (4 了 BO, ¥)=(4, B', 0 Q)=(4, B’, ON xX 
(ii) 当 和 <0, 参 看 图 2-7 (5)， 适当 地 政变 记 二 步 受 完全 号 (9 相同 ， 就 不 再 重 述 .为 什 
从 我 们 能 肯定 恰 存 在 一 点 X? 


图 27 


2.4 证 明 ; 在 任何 射影 pp (PAP 中 ， 这 里 pp'(P*P')， 阁 Q-D.p(g= PP 是 
自 对 应 的 , 则 此 射影 是 一 个 透视 . 


之 名 诺 一 站 安 出: 
证 明 ， 考 察 图 2-8, 直线 2 和 2 交 于 @， 在 了 上 到 两 个 异 于 名 的 不 同 点 沁 为， 翁 定 它 
们 英 影 对 应 点 分 别 是 AB' 使 得 
pp(Q, 4; B,)AY(Q, 4, B', …). 


设 卫 - - 44 “BB,, 风 zg， 4, B, Kp (@, 4， B, . .…), 因 此 ， 由 基本 定理 , 所 给 射影 一定 
是 这 个 透视 ， 定 理 的 第 二 前 分 可 日 天 全 科 帮 措 
出 . ,， 

2. 5 证 明 己基 定理 的 平面 对 人 和 身影 
面 上 ， 设 au ar 8 是 把 B 上 的 不 同 直 线 ,bi, 6,, 
bs 是 另 一 点 8 上 的 不 同 直线 , 则 直线 01 = (ga* 8;) 
(aa* :bs), .03 一 《Gd。 “bs) (aa 01), C8™ (@1°b3) (G。 eid 
共 点 ，- 

时 _ 证明， 在 图 2-9 中 , 课 ci" 一 也，BRS ~ 看 
来 os 似乎 在 PLE, 这 正 是 我 们 需要 证 明 的 . 为 此 ， 需要 两 个 成 透视 对 应 的 线 东 . 在 这 个 透 
视 中 , 比如 说 2 和 os 是 对 应 元 素 ， 这 个 透视 还 包含 这 样 的 直线 , 它们 的 交点 确定 Cs， 把 2 上 
的 点 41 一 的 。 “bs 和 C9 上 的 点 As—a1* bs 作为 这 两 个 线束 的 中 心 . 在 4; 上， 我 们 需要 一 条 通 
过 cs 上 一 个 已 知 点 的 直线 ,在 4。 上 ,我 们 需要 一 条 通过 os 上 甸 一 个 已 知 点 的 直线 就 取 这 
两 条 直线 为 


1 v= (m1°bs) (ga° bs), Y= (qa*b1) (@1°58). 
现在 z ba 
i Ailo1, u, bs, oo) RR(wg, Wi, P, ao)， 
Aa(0s, tm, bs, u) 大 Ra Da)， 
所 以 Ai(o1, 也， bs, Gs) AAalos, Cn， bs, v). 
由 于 bs 是 自 对 应 元 素 ， 这 个 射影 实际 上 是 透视 
Ai(01, 2 me) 入 4s(9， (3， 0) . 


。 本 ， ， Ce rr 
和 和 ar 


82.3 补充 题 29 
注意 ; 这 个 透视 满足 上 述 要 求 , 即 6,， 0s 是 对 应 元 素 , 而 wa 和 24 在 6。 上 ,按照 定义 ,了 = 
C1'C2，Q1°U 二 G41:03，020 二 00:b1 是 共 线 点 ,于 是 卫 在 (a1*05s)(@a:01)=0s 上 ,所 以 01, 0s， ‘os 其 

点 了 次 为 在 不 同 点 及 入 上 的 次 个 三 元 线 组 的 巴 普 斯 点 . | 
0b,) (@a° ba) =, 六 .0 (cal。 p) 二 也， 则 


Ai(01, %, ps, gs) A AR(gs, m1, », Ne " bs, 2) 
所 以 Ai(61, u, bs, a) AAs(03, 1, 0a, 9). 
但 它 是 一 个 透视 , 即 A1(01, ww a) 天 4s(es, mx, v)， 则 有 (62°02) Gr WW) =01° be, Ga Vw 
0 共 线 ， 故 0 一 (qa4*62) 0 在 
0c1'63=P 上 ., 

' .2.6 证明 巴 普 斯 定理 : 在 射影 ， 
平面 上 , 设 44，4。， 4 是 直线 r 上 
的 不 同 点 ,2:，Ba，Bs 是 另 一 直线 8 
上 的 不 则 点 ， 那 末 虚 01= 4sBs， 
AsBs, Oa 44188.4sDBi，Oo 一 41P，、 
4oB1 共 线 ， 

证 明 : 在 图 3-9 中 ， 令 本 < 
AsB,: “AsBs=U, AsB,. ‘A.B, : ， 。 
010, 二 p, 则 | 图 29 


/ (0 了 A)R As, Ai, PP, 4) RO, 如 Bu 7), 
所 以 (01 UD, Bg, hs) X05, hs, By V). 四 
但 它 是 一 个 透视 ， 即 (OU，4,) 居 (O，4 六 )， 那 末 O10%, A10 41B,, AsV = 4sBi 共 
点 于 AiB;: '4aB1 一 Oa， 所 以 点 Oi, Os, Os 共 线 。 
' 直 线 p 一 010s0s 称 为 在 不 同 直线 r 和 。 上 的 两 个 三 元 点 组 的 新 线 ， 


82.8 补充 题 


2.7 (a) 证 明 工 . 中 的 (了 和 (2) 与 2 的 方向 无 关 . 
(b) 证 明 工 . 中 的 (2) 与 O 关于 4, B 的 位 置 无 关 . 
提示 ， 在 直线 p 上 取 三 个 不 同 的 记号 4, B, 0, 有 六 种 不 同 的 取 法 , 每 一 种 都 要 研究 . 


2.8 在 一 直线 上 有 三 个 不 同 的 点 4，B,0, 证 明 六 个 分 比 的 信 为 rw, 二 ,mw 了 
人 +—1 
rF-1l’ rr 
2.9 为 什么 (4B, 0) 不 是 射影 不 变量 ? 
2.10 证 明 ;，(@b) 填 (84) 一 0，(@o) + (o8) 十 (bc) 一 0， (ab). (ed) + (co)。 (db) + (ad). 
(bo) =0. 


2 第 二 章 交 比 
吕 . 荆 在 图 2-2 中 ,把 rx 上 的 点 记 为 (从 左 到 右 读 )B, 0, 上 D， 和， 起 4 上 移 关 为 了 a, 
D', 4', 证 明 (4, BO D)=(4 B307D); / 
2.12% 完成 4. 中 的 (8) 式 的 证 明 . 
2.18 在 图 2-5 中 ,由 相似 三 = 角形 RP4 和 BRP 直 可 得 责 4 人 £2 ;同样 可 得 


,p,_ RP:PR’' , pn RP.PR’ 
RB 一 一 一 和 R0'~ 一 一 证明 


Be 4;B, 0)=(B', 4 B, 0) -49, 
C4 B; 0O, R.)= (4 BO O’ B9、 3 了 3 ss 
"2.14 直线 上 有 五 个 不 同 的 点 4，B, 0, 力 , 万, 证 明 
(4, B; 0, D) :Ch, B; D, D(A, Bi B, 0) =1. 
2.15 证 明定 理 2.11. 
提示 设 4, B,0, 刀 是 四 个 共 线 点 ,使 得 4,0 被 妃 思 分 本 , 著 (4， 3, oO, DAK, 
了 ， CO ， D'), 证 了 明 . 4， Ou 被 B'， D’ 分 隔 . 
2.16 在 图 2-7(@) 和 图 2-7(3) 中 , 48B 一 6 单位 ， A0=10 0 单位 取 (a)X= 工 音信， 人 
-一 也 单位 ， 对 于 多 上 的 三 个 点 4 B, oO, 当 gxp、 卫 是 马上 的 另 一 条 直线 和 9 kp 是 0 
上 另 一 条 直线 时 | 分 齐 作 由 了 (核对 : A 12 单位 ， 人 4 4 单位 .) 


使 得 (a) (A B, o, XZ) Cb) (A, BB, Oo, X= 一 2. (对 (a) 4 科 一 24 单位 ， (4 
单位 . ) 
2.18 利用 习题 2.17(a) 中 的 点 4, 了 Q, 开 ， 完 成 下 列 作 图 : 在 4 上 任 取 两 条 不 同 
于 Pp 的 直线 ， 在 0 上任 取 一 条 异 于 的 直线 交 & 于 P、 交 5 于 @ 连 8 与 P 交 5 于 民 可 
与 Q@ 区 4 于 8, 则 BS 在 上.  . 

2.19 ”利用 习题 2.17(b) 中 的 4, B, 0, 入， 完成 下 列 作 图 在 4 上 任意 到 两 条 不 同 
于 pp 的 直线 , 在 B. 上 任意 取 一 条 蜡 于 p 的 直线 , 交 &4 于 .PP， 交 8 手 @, 连 @ 了 交 8 于 品 连 
O, Q, 交 4 于, 连 BR, 5. 

2.20 回答 第 一 章 8 中 的 问题 (2) 和 (3)， 


第 = 章 ” 笛 沙 格 双 三 = 角形 定理 


和 本 内 容 


1. 面 构 图 
在 射影 平面 内 ， 如 果 某 个 图 形 由 qu 个 点 和 gasa 条 直线 所 组 成 ， 并 在 每 一 点 上 有 有 G13 条 直 
线 , 在 每 一 直线 上 有 aaa 个 点 ， 我 们 就 称 这 个 图 形 为 平面 构图 . 这 样 一 个 构图 , 我 们 用 阵列 


( O11 Wi9 头 雪 未 ,其 中 有 两 类 型 保 为 完全 的 . 


Cal 0a3 ， 
(a) 完全 n 点 形 ; 由 nn 个 点 有 类 由 它们 决定 的 半 %(m 一 了 条 直线 所 构成 
它 的 对 偶 : 

(a) 完全 线形 ; 由 必 条 直线 (没有 三 条 共 点 ) 和 由 它们 所 决 定 的 3 豆 w(n 一 了 个 点 所 构 
成 

向 两 个 不 同 点 及 它们 的 和 织物 成 的 先 全 2 点 形 和 由 两 条 不 同 的 直线 及 它们 的 交点 构 记 
的 完全 2 线形 没有 多 大 意义 ， 最 简单 的 有 价值 的 完全 平面 构图 是 由 三 个 不 共 线 的 点 和 它们 


的 连 线 所 构成 的 完全 三 点 形 以 及 由 三 条 不 共 点 的 直线 和 它们 的 交点 构成 的 完全 三 线形 . 在 
每 一 个 这 种 图 形 中 都 有 aa=8 点 和 4 一 3 条 直线 以 及 在 每 一 点 上 有 41s 一 2 条 直线 , 在 每 一 


条 直线 上 有 nr 一 2 个 上 其 表示 阵列 都 是 2 s)- 因此 是 和 对 人 的 ， 者 这 一 上 ,在 


党 人 三 点 形 和 完全 三 线形 间 没 有 明显 的 区 制 . 事实 上 ， 两 者 都 称 为 二 角形 。 加 
除 三 角形 外 最 简单 的 完全 平面 构图 是 完 完全 四 点 末 和 完全 四 红 、 


. ， : 4 和 
四 + 1 EE 0 : a 4 
oo 人 ， 
图 3 de) 
- 加 


完全 四 点 形 由 四 个 不 同 的 点 P,Q, B 


S( 没 有 三 点 共 线 ) 以 及 它们 的 六 条 连 线 所 构 


机 这 四 个 点 称 为 完全 四 点 形 的 
点 ,六 条 直线 称 为 完全 四 点 形 的 边 . 


不 在 同一 顶点 上 的 两 边 称 为 完全 四 点 形 - 
的 一 组 对 边 ， 由 三 组 对 边 确 定 的 三 个 附加 点 


4, B, 0 称 为 完全 四 点 形 的 对 边 点 . 在 图 中 ， 
这 三 点 不 共 线 ， 它 们 确定 的 三 角形 称 为 完 分 
四 点 形 的 对 角 三 角形 . 


.至 全 四 点 形 用 3 


第 三 章 ”第 沙 格 双 三 角形 定 现 


完全 四 线形 由 四 条 不 同 的 直线 p, g,"， 
(没有 三 条 共 点 ) 以 及 它们 的 六 个 交点 所 构 
成 (图 3-1(8))。 这 四 条 直线 称 为 完全 四 线 
形 的 边 , 六 个 点 称 为 完全 四 线形 的 顶点 . 

不 在 同一 边 上 的 两 顶点 称 为 完全 四 线形 


的 一 组 对 顶点 ， 由 三 组 对 顶点 确定 的 三 条 附 


加 直线 4, 3, o 称 为 完全 四 边 形 的 对 角 线 . 在 
图 中 ,这 三 条 线 不 共 点 , 它们 确定 的 三 角形 称 
为 完全 四 线形 的 对 角 三 角形 . 


16 2\ 
完全 四 线形 用 省 列 ( 。 4 ) 来 表示， 


i 1() 
此 处 必须 罚 宪 全 加 点 形 这 个 术语 以 区 别 由 四 点 了 ，Q@，R，S (没有 三 点 共 线 ) 以 及 顺 次 
连接 这 四 点 所 得 的 四 条 直线 PQ, QR, RS, SP 所 构成 的 简单 四 点 形 ， 对 偶 地 , 存在 由 四 条 
直线 p, g, 7， s( 没 有 三 线 共 点 ) 以 及 这 四 条 直线 须 次 相交 所 得 的 四 点 2 “gs g°T, 8, 3 .2 所 


构成 的 简单 四 线形 . 


我 位 还 不 能 证 明 ， 任意 完全 四 点 形 (完全 四 线形 ) 的 对 边 点 (对 角 级) 不甘 线 (不 共 点 )。 


然而 , 我 们 暂且 假定 它们 成 立 . 


如 果 在 两 个 完全 % 点 形 之 间 ， 存 在 一 个 一 一 对 应 ,使 得 对 边 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 ， 则 


称 这 两 个 完全 % 点 形成 短视 位 置 . 
成 透视 对 应 . 


如 果 在 两 个 完全 ”线形 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 使 得 对 应 二 边 交点 共 线 ， 


公共 点 也 称 为 选 视 中 心 , 我 们 说 , 这 两 个 % 点 形 通过 忆 


则 称 这 两 个 完 


全 mn 线形 成 迁 视 位 置 ,交点 所 在 直线 加 称 为 迁 视 轴 ， 我 们 说 ,这 两 个 mn 线形 通过 p 成 适 视 对 
应 ， 
于 是 ， 两 个 共 面 三 角形 能 由 一 点 成 透视 对 应 或 由 一 直线 成 透视 对 应 或 既 能 通过 一 点 又 
能 通过 一 直线 成 透视 对 应 .平面 射影 几何 中 一 个 最 著名 的 定理 是 : 
符 沙 格 双 三 角形 定理 ; 如 果 两 个 共 面 三 角形 4i4s4s 和 BiBsBs 通过 点 书 成 透视 对 应 ， 


83.1 基本 内 容 31 
则 有 它们 也 通过 某 条 直线 p 成 透视 对 应 ;反之 , 亦 成 立 ， 


“ 2: 空间 构图 


在 射影 空间 内 ， 如 果 一 个 图 形 是 由 oa 个 点 ms ,条 直线 和 ass 个 平 面 所 组 成 , 并 在 每 
一 点 上 有 aya 条 直线 和 ws 个 平面 ， 在 每 一 条 直线 上 有 qi 个 点 和 ma 个 平面 ， 在 每 一 个 
平面 上 有 G81 个 点 和 (aa 条 直线 ， 我 们 就 称 这 个 图 形 为 空 间 构 图 。 这 样 一 个 构 图 用 阵列 
W111 Ca di8 
[= Qa2 Uz8 je 
Us1 Usa Uss 和 
最 简单 的 完全 空间 构图 是 完全 四 点 形 和 它 的 空间 对 偶 完 全 四 面 形 ， 完 全 四 点 形 由 四 个 
不 共 面 点 (顶点) 以 及 由 它们 所 确定 的 六 条 直线 ( 边 ) 和 四 个 平面 ( 面 ) 所 组 成 ， 在 每 一 点 上 有 
三 条 直线 和 三 个 平面 ,在 每 一 直线 土 有 两 个 点 和 两 个 平面 ,在 每 一 平面 上 有 三 个 点 和 三 条 直 
4 3 8 
线 ， semapl 6 :js 我 们 把 完全 四 面 形 的 定义 和 描述 留 作 练习 . 由 于 完 
3 3 4 
全 由 点 形 和 完全 四 面 形 是 自 对 偶 图 形 , 两 者 都 称 为 四 面 形 . 


完全 四 皮 形 被 不 过 顶点 的 一 个 平面 入 得 的 坟 面 用 ( 8 6 4 ) 玉 表示 ， 它 由 一 个 三 角形 和 


不 在 此 三 角形 项 点 上 的 一 条 直线 记 组 成 ， 现 在 考虑 完全 四 点 形 由 不 在 顶点 上 的 两 个 不 同 平 
面 所 截 得 的 三 角形 。 因 为 这 些 三 角形 间 可 以 建立 一 个 
一 一 对 应 ， 使 得 对 应 顶点 的 连 线 在 四 面 形 的 一 个 顶点 
上 ,我 们 说 这 些 三 角形 通过 一 点 成 透视 对 应 , 同 梯 , 如 果 
在 这 两 个 三 角形 的 边 之 间 能 建立 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 
对 应 边 组 的 交点 共 线 ， 我 们 就 说 这 两 个 三 角形 通过 一 
条 直线 成 透视 对 应 . 你 能 找 出 这 样 一 条 直线 吗 ? 两 个 三 
角形 总 是 既 通 过 一 点 又 通过 一 条 查 线 成 透视 对 应 吗 ? 
我 们 特别 感 兴趣 的 空间 构图 是 完全 五 点 形 ( 见 图 图 3-2 
8-2), 它 由 五 个 点 (顶点 )4, B, 0, D, 如 (其 中 没有 四 点 共 面 且 没有 三 点 共 线 ) 以 及 由 它们 


5 4 6 
Wet AO R PAPECD Ne 10 :| 
3 3 10 

3. 笛 沙 格 构图 
完全 空间 五 点 形 480D 妃 被 不 过 它 的 任 一 顶点 的 平面 “所 截 得 的 截面 ， 如 图 3-8 所 


示 , 因为 五 点 形 由 十 条 直线 和 十 个 平面 所 组 成 , 其 中 在 每 一 个 平面 上 有 三 条 直线 , 在 每 ~ 条 
直线 上 有 三 个 平面 所 以 此 截面 由 十 个 点 和 十 条 直线 所 组 成 ， 其 中 在 每 一 条 直线 土 有 三 个 


3 
点 ,在 每 一 点 上 有 三 条 直线 . 地 本 的 符号 表 水 是 ( 70 8 10) 为 了 找 出 这 些 点 和 获 线 ， 考虑 


从 卫 继 而 从 召 向 三 角形 4BO 投影， 由 w 截 这 些 投射 线 得 到 三 角形 4BiO% 和 45Bs0;, 把 
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直线 DH 和 的 交点 记 作 P， 那 么 平面 D 为 4, DHB, DO 分 别 交 平面 mw 于 直线 P414，， 
PB:B。，POO。 这 样 说 明了 七 个 点 和 九条 直线 后 ,我 们 可 以 说 , 截面 的 去 部 分 是 由 通过 点 P 
成 透视 对 应 的 两 个 三 角形 44810; 和 4aBsOs 所 组 成 ， 剩 下 的 直线 是 平面 4BO 和 平面 "的 
交 线 思 剩 证 的 点 都 位 于 Ww 上, 4s 是 直线 BO 与 和 的 交点 ，Bs 是 直线 40 与 的 交点 ,0s 是 
直线 4B 与 5 的 交点 .平面 D4B' 上 的 直线 41B1, 平 疡 妃 4B 上 的 直线 49B 和 半 红 4B 交 
于 颗 0 同样, 4101 与 4 多 交 于 起 Bs，Bi0; 和 Bs0, 交 于 让 4。。 记 以 ， 截面 (也 全 沙 格 构 
图 闻名 ) 由 通过 点 卫 也 通过 直线 p 成 透视 对 应 的 两 个 三 角形 4:B;O; 和 42B20。 所 组 成 . 


D | 
dC 


4. 笛 沙 格 双 三 角形 定理 


在 1. 中 的 定理 是 关于 两 个 共 面 三 角形 的 . 它 由 两 部 分 一 定理 有 其 壕 定 再 一 组 成 
我 们 发 现 这 两 部 分 成 平面 对 偶 ” 在 守 题 3.1 中 利用 基本 定理 给 出 子 一 个 证 明 . 在 习题 8.34 
中 我 们 又 利用 巴 普 斯 定 吾 提 殿 了 另 一 证 崩 ， 因 为 基本 定理 种 巴 普 斯 定理 的 证 明 都 利用 了 交 
比 ,所 以 我 们 现在 给 出 第 三 种 证 硼 .然而 ,为 了 各 免 使 用 交 比 ,我 们 必须 证 明 惕 一 般 的 定 怕 . 

如 果 两 个 三 角形 ( 共 面 或 不 共 南 ) 通 直 一 点 成 透视 对 应 ， 出 它们 也 通过 一 条 直线 式 透 视 
对 这 ,到 之 亦 人 给、 


谤 个 泉 再 包括 条 个 部 男 二 二 两 下定 寻 和 它们 的 逆 定 至 听 们 疯 在 硕 次 写 出 这 此 部 分 ,并 


下 
% 


[Mr 
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给 出 前 三 个 的 证 明 . 

第 一 部 分 ， 如 果 两 个 不 共 面 三 角形 通过 一 点 成 透视 对 应 ， 那 么 它们 也 通过 一 条 直线 成 
透视 对 应 . 

考虑 图 3-3 中 通过 点 刀 成 透视 对 应 的 不 共 面 三 角形 4BO 和 4aBa0s， 三 角形 4BO 岂 
2 因为 直线 4B 和 4sB。 在 这 四 面 形 的 同一 面 加 4，Bs。 上 ,所 以 它们 在 一 点 上 ; 又 因为 4B 在 
平面 4BC 上 而 4sBs 在 平面 中 上 ,所 以 这 点 是 直线 2 上 的 08。 同样 , 40.4s0s= Ba 和 BO， 
Bs0,~ hs 都 在 ?上 , 所 以 三 角形 4BO 和 4aBaO。 通过 直线 p 成 透视 对 应 、 证 毕 . 

第 二 部 分 ， 如 果 两 个 不 共 面 三 角形 通过 一 直线 成 透视 对 应 ， 那 么 它们 也 通过 一 点 成 透 
视 对 应 . 

考虑 图 3-3 中 通过 直线 成 透视 对 应 的 不 共 面 三 角形 4BO 和 4。Bs0s, 设 4B.4sB, = 
Os, AO. As0s Bs, BO Bs0a 一 As。、 三 平面 48B0sAsBs,， AOBsAs0。 各 BOAsBa0s 有 一 个 
公共 点 , 记 为 召 。 那么 ,直线 44s 由 于 在 其 中 两 个 平面 上 ,所 以 在 点 如 上. 同样 ,直线 BB， 
和 00s 都 在 点 如上 ,所 以 三 角形 4BO 和 AsBs0s 通过 点 包 成 透视 对 应 . 

第 三 部 分 ， 如 果 两 共 面 三 角形 通过 -- 直 线 成 透视 对 应 ， 那 么 它们 也 通过 一 点 成 透视 对 
应 . 

在 图 3~8 中 ， 设 平面 wm 内 的 三 角形 41.B10; 和 4Bs0s 通过 直线 p 成 透 帘 对 应 ， 那 和 
A1B1. AaB; 一 Cs， 41401.4:0= Bs 和 Bi01: Ba0s = A 都 在 » 上 ， 取 一 平面 通过 直线 2 且 不 
局 于 平面 w, 在 此 平面 内 , 取 三 条 直线 分 别 通过 4s，Bs，Ces 组 成 三 角形 4BO， 现 在 ,由 于 不 
共 面 三 角形 4BO 和 41B101 通过 直线 2 成 透视 对 应 、 它 们 也 通过 DD 成 透 帘 对 应 、 同 样 ,不 
江面 三 角形 4BO 和 4aBxO3 通过 点 已 成 透视 对 应 . 因为 44i 和 .443 在 平面 44l4s 上， 
所 以 点 DD 和 吾 也 在 平面 4414, 上 ,同样 ,点 集 B, Bi, Bs, D, 互 和 0, 01, 0a 也 分 别 
共 面 ， 设 A44,. DE = 了; 那么 ,DB DE=010a.DEB 一 P 且 三 角形 41B1O4 和 43Bs0s 通过 
点 了 成 透视 对 应 .证 毕 . 

第 四 部 分 ， 如 果 两 共 面 三 角形 通过 一 点 成 透视 对 应 ， 那 么 它们 也 通过 一 直线 成 透视 对 
耽 ， 

因为 第 三 和 第 四 部 分 中 的 三 角形 都 共 面 ， 所 以 第 四 部 分 的 定理 可 以 作为 第 三 部 分 的 定 
理 的 平面 对 偶 来 接受 而 无 需 证 明 . 另 一 方面 ， 第 三 部 分 的 证 明 是 在 射影 空间 中 进行 的 ， 因 
此 , 这 些 证 明 在 平面 内 的 对 偶 不 存在 . 我 们 要 求 读 者 独立 证 明 它 并 与 习题 3.2 中 给 出 的 证 
明 比 较 . 

双 三 角形 定理 能 用 来 证 明 一 些 有 趣 的 作 图 和 定理 。 正如 预料 的 那 衬 ,每 一 个 这 种 证 明 
的 步 双 都 是 选 定 通过 一 点 (一 直线 ) 成 透视 对 应 的 一 对 三 角形 ， 从 而 两 个 三 角形 也 通过 一 直 
线 (一 点 ) 成 透视 对 应 ， 尽 管 其 中 某 些 定理 既 适 用 于 空间 又 适用 于 平面 . 今后 我 们 的 注意 力 
将 严格 限制 在 单一 平面 肉 。 例 如 , 当 给 定 两 直线 时 , 它们 就 认为 是 共 面 的 ; 当 给 定 四 个 或 更 
多 的 把 时, 它们 也 是 共 曾 的 ; 当 我 们 说 到 定理 或 作 图 的 对 偶 时 ,我们 指 的 是 平面 对 侦 . 

例 3.1 给 定 直 线 8 和 不 在 2 上 的 两 个 不 同 点 4 和 B， 不 能 连接 4 和 B( 假 设 由 于 某 
种 原因 不 能 连接 ), 找 出 p 和 48B 的 交点 . 

在 图 34 中 , 已 给 直线 p 和 两 点 4, B, 假定 所 需 交 点 是 上 的 某 点 耳 , 为 了 有 透视 三 
角形 , 我 们 必须 以 最 有 可 能 达到 月 的 的 方式 添加 辅助 点 和 辅助 线 ， 设 9 是 不 在 4 或 B 上 上 生 
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图 3-4 

不 同 于 p 的 任 一 直线 , 在 9g 上任 取 三 个 不 同 点 Q@, 好，8 并 把 它们 分 别 与 4 和 B 连接 ,各 得 
到 直线 ma， as 和 如 ,5s, 5s， 现 在 我 们 寻找 两 个 三 角形 ， 由 作 图 它们 通过 某 点 成 透视 对 
应 、 如 果 可 能 的 话 , 我 们 希望 这 条 直线 就 是 包含 点 也 的 直线 4B, 由 于 mm 和 os 在 4 上 ,bi 
和 加 在 妃 上 , 邯 在 p 上 , 我 们 考虑 三 角形 wzpa2p 和 asbar, 其 中 7 尚 待 确定 。 设 pm 是， 
Pp*b1 一 尺 ， 那么 三 角形 a1b1p 就 是 三 角形 QH 及 ， 由 于 QS 在 RR 上 ， 我 们 试 着 选取 忆 为 透 
视 中 心 。 设 -五 BR, hb 一 请 B; 了 了 一 has, U0 一 b.bs。 那么 TU 一 7 是 所 求 直线 ， 因 为 三 角形 
azbip 和 aabar(Q 昌 K 和 STO) 通 过 点 玉成 透视 对 应 ,它们 也 就 通过 某 一 直线 成 透视 对 应 . 
这 条 直线 在 4= avaa 和 Bb1.5s 上 , 从 而 确定 了 % 和 4B 的 交点 耻 =pr( 也 可 参看 习题 
3.3, 3.4). 


5. 连结 透视 四 
假设 射影 pi1(A1, Bi, Oi, Di, …) 太 2nr1( 4 1， 好 1， Cl1， Da …) 是 一 系列 % 个 连 
结 透 锡 


Pi P, Ps 
(i) pi(A1, Bi, O,, D,, “…) 天 pal As, Bs, Os, D,, “…) 大 palAs, Bs,, Os, D,, …) 天 


天 了 

pal(As, Ba, O4, Da, …) A*** 人 Pnri(Ant1, Bnri, Ont1, Dnt1, “7) 

在 习题 了 .4 中 已 经 证 明 ， 在 不 同 直 线 ( 点 ) 上 的 两 个 点 列 (线束 ) 间 的 每 一 射影 都 能 表 成 
最 多 两 个 透视 的 乘积 ， 而 在 同一 直线 (点 ) 上 的 两 个 点 列 ( 线 束 ) 间 的 每 一 射影 都 能 表示 成 最 
多 三 个 透视 的 乘积 .这 个 定理 的 另 一 证 明 是 通过 一 系列 的 步骤 把 (i) 化 简 为 一 个 或 至 少 两 
个 透视 ( 当 如 天 pntri 时 ) 或 者 可 化 简 为 一 个 或 至 多 三 个 连结 透视 ( 当 一 prti 时 )， 为 了 得 到 
这 样 的 化 篇 ,我 们 必须 知道 在 什么 条 件 下 两 个 相 邻 透视 能 化 简 为 一 个 透视 ; 在 什么 条 件 下 三 
个 连续 透视 能 化 为 两 个 ， 下 列 定理 同 答 了 这 些 问 题 ， . 


， 
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P 
定理 3.1 如 果 ,Ps, Ps 是 在 点 O 上 的 不 同 直 线 且 Di(44， 也 :1， O01, D1, '…) Wal Aa, 
© 
已， Os, Ds, …) 入 pal ds, Bs, Os, Ds, …), 那么 在 直线 PQ 于 存在 一 点 BR, 使 得 


BR 
pi(As, Bi, Oi1, Di, *…)K palAs, Bs, Os, D;, …)、 
《证明 见 习题 3.5) : 
推论 ， 如 果 力 , ;Ps 是 不 同 直 线 或 pj 二 ps, ps 是 在 Pp1°Ppa 上 的 任 一 直线 ,县 


P 、 | 
m(Ai, Bi1, O03, D,, “*) pa As, Ba, Oa, Da, *…) KK pa(As, Bs, Os, Ds, .…), 
那么 在 PQ 上 存在 一 点 芷 ,使 得 


.4 Q . 
mA, B,, Or Di, …) 入 22(42， Bs, Os, Ds, …) 天 Vs(4a， Bs, COs, Ds, “…), 
Pp 
定理 3.2 .如 果 直 线 pi， 2 Dea, Ds 中 没有 三 条 共 点 ， 9 pil 4d, B,, Ca， Di, “…) 入 29 


4 EB 
(hs, B;, Os, D,, …) 大 ps (As, Bs, Os, sx， …) 关 24(44， Bs, Os, Ds, ), 那么 存在 不 同 


Ppi(Ai, B1, O1, D, NR pA, B,, O,, D,, *…) -oN Bs, Os, Da, 7), 
(证 明 兄 习题 3.6) 
定理 83.38” 如果, pp，Js, Ps 是 不 同 的 直线 ， 其 中 Pp, po, Ps 在 点 0 上 而 ps 不 在 (py 
ps Ds 在 点 O 上 而 ps 不 在 其 上 ), 县 


P & 
m( Ay, B,, Ca， D,, …) 玉 2o(42， Bs, Os, D,, “*) pe lAds, Bs, Os, D,, …) 


- yy AC. B,, Os, D,, 1 
那么 存在 不 同 于 py 和 ps 的 直线 p。 和 两 点 8S, 下 使 得 


a 了 
P(Ai, B,, Oa， D,, “pA,, B,, O,, D,, …) 天 2u(44， Bs, O04, Ds, …) 
(证 明 见 习题 3.7) 
把 上 述 定理 反复 应 用 于 (i 和 由 i) 化 简 的 系列 , 显然 : 


U V 
(i1) 当 2 Pr 时 ， 我 们 有 Pi Ds 人 Pn 


W 
当 D1, Puss Dnt1 共 点 时 ， 可 进一步 化 简 为 DiIA Dnt1. 
(省 ) 当 ~pnrz 时 ,我 们 有 z 


U V z 
Di( Ay, B,, Oy, D,, 7 ) ps A, B,,, 0,,, D,,, “7 ) RR pas (Ars, Byx, Sm 人 *…) 
py 
pi An+1, Bn, On Darts, “…), 
x 
当 ps, Dyns Dynn 共 点 时 ， 可 进一步 化 简 为 pi1(Ai, …) 大 Pia NN Pil Ani1s “2) 或 (Az, …) 六 


卫 
2 入 21 (sa， 机 ) . 
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6. 透视 四 点 形 


考虑 图 3-5 中 的 完全 四 点 形 了 Qi: 和 PQ, RaB,, 交点 A= PiQ1° PaQ,, B= PS 
P,Ss, D= PR PaB,, G = QR1: QaRs, F = RiS1: RaSs 在 一 条 直 线 0 上 ， 设 B=Q1S1* 
QsSs.。 因为 三 角形 PiQiR 和 PsQ。Rs 通过 直线 4DG=o 成 透视 ， 所 以 它们 也 通过 PiP，， 
QiQs 和 RiRs 的 公共 点 0 成 透视 ， 同 样 ,三 角形 PJRiS1 和 PsRsSs 通过 直线 BDF 一 0 成 透 
视 ， 从 而 也 通过 0 二 PiPa* RiRs 成 透视 . 因此 ， B189 在 0 上 . 最 后 ， 三 角形 PiQasa 和 PQs 
通过 0 成 透视 ,从 而 也 通过 直线 4B=o 成 透视 ; 所 以 五 在 o 上 ,我 们 就 证 明了 . 

定理 8.4 如果 两 个 完全 四 点 形 有 五 组 对 应 边 的 交点 在 一 条 直线 上 ， 那 么 (i) 第 六 组 对 
应 边 的 交点 也 在 这 条 直线 上 、(ii) 这 两 个 四 点 形 既 通过 一 点 又 通过 一 直线 成 透视 . 
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完全 四 点 形 与 不 过 顶点 的 某 一 直线 相交 所 得 的 六 个 交点 的 集合 称 为 四 点 形 的 点 集 ， 有 
三 种 情况 (a) 六 个 点 互 不 相同 (如 图 8-5);(b) 有 两 个 点 4 和 了 了 (B 和 重合， 这 时 直线 0 
在 对 边 点 4(B) 上 ; (0) 两 对 点 4, 了 和 2B, G 分 别 重合 ， 这 时 直线 o 是 四 点 形 的 对 角 三 角形 
的 边 ( 我 们 关于 完全 四 点 形 的 对 边 点 的 假定 不 共 线 , 排除 了 六 点 进一步 重合 的 可 能 性 ). 

对 于 情况 (0), 定理 3.4 可 以 重新 叙述 如 下 ， 

定理 3.5 如 果 两 个 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 有 一 边 公共 , 且 第 五 组 对 应 边 的 交点 在 
这 条 直线 上 , 则 剩 下 的 一 对 对 应 边 的 交点 也 在 这 条 直线 上 . 


7，. 四 点 形 的 点 集 


我 们 回 到 图 38-5， 考 虑 由 完全 四 点 形 PiQ;Rs81 所 定义 的 在 o。 上 的 四 点 形 的 点 集 , 我 们 
注意 到 这 点 集中 的 点 的 自然 配对 一 一 4 和 卫 ，B 和 G9，D 和 如 一 因 为 在 每 一 对 这 种 点 上 的 四 
点 形 的 边 还 在 某 一 对 边 点 上 ， 这 个 点 集 还 可 以 用 四 种 方式 分 为 两 个 三 元 点 组 , 使 得 在 一 个 
三 元 点 组 上 的 四 点 形 的 边 有 相同 顶点 ,而 在 另 一 个 三 元 点 组 上 的 边 组 成 一 个 三 角形 ， 饮 如 ， 
在 三 点 组 4, D, B 上 的 四 点 形 的 边 都 在 P; 上 (我 们 把 4, D, 刀 称 为 一 点 的 三 元 点 组 )， 而 
在 三 点 组 也, 妃 , G 上 的 边 组 成 一 个 三 角形 QiRiS1( 我 们 把 也, 如，G 称 为 三 角形 的 三 元 点 
组 )， 这 个 四 点 形 点 集 记 作 Q(4, D，B; 了 ,如 , G), 也 就 是 记 作 Q( 一 点 三 元 点 组 ,三 角形 三 
元 点 组 )， 在 这 个 符号 里 , 三 元 点 组 的 点 的 放置 顺序 无 关 紧 机 ; 然而 , 我 们 约定 一 旦 三 元 点 组 
的 点 放置 好 了 ,那么 三 角形 三 元 点 组 的 顺序 应 按照 上 面 提 到 的 配对 来 建立 ， 例 如 ,我 们 可 以 
写 Q(4，B，D; P,Q, 用) 而 不 能 写 Q(4, B, D; EB, F, 9). 

如 果 四 点 形 点 集 退 化 成 五 个 不 同 点 (比如 说 4 和 了 重合}， 我 们 记 作 @(4, D, B; 4， 
力 , G);， 如 果 四 点 形 点 集 退 化 成 仅 有 四 个 不 同 点 (4 和 了，B 各 分 别 重合 )， 我 们 记 作 @ 
(4, DB; 4, 召 , B)， 在 下 一 章 中 我 们 将 详细 研究 后 一 种 情况 ,在 那里 将 引进 更 有 用 的 符 
号 . 


$3.2 问题 及 其 解 


3.1 用 基本 定理 证 明 : 如 果 两 个 共 面 三 角形 414s4s 和 BiBsBs 通过 一 点 卫 成 透视 , 那 
末 它 们 也 通过 某 条 直线 2 成 透视 . 

证 明 , 设 41B1=0c:，4AsBs 二 cs，AaBs= cs, 由 题 设 01, 6s, 0s 交 于 了 P, 设 414s=08, 4i4s 一 
p23 AsAs=a1; B1Bs=bs, BiBs=0bs, BaBa= Di; G1 01=01, G9 03= 03, a' ba O08; O108=9, 
我 们 来 证 明 Ca 在 p 上 . 

设 430s=Q 和 BaOa 一 6 则 有 


Aslm1, Ws, Ca, 0) RP(os, cs1, 62, PO;,) R B,Cb,, bs, 6a, 6), 且 4a(ci ao 6, 0) A Ba(b, 
bas, Cs, e). 这 个 射影 是 一 个 透视 (为 什么 ?)， 透视 轴 在 ab 一 Olda0s 一 Ca 和 de 0 上 ， 
所 以 gavbs=Os 在 p=0108 上 . 

3.2 不 用 基本 定理 证 明 ， 如 果 两 个 共 面 三 角形 通过 一 点 成 透视 , 那么 它们 也 通过 一 条 
直线 成 透视 . 

证 明 ， 参看 图 3-8， 设 平面 5 内 的 三 角形 41810; 和 4sPaOs 通过 点 卫 成 透视 ， 令 Cs= 


38 第 三 章 ” 笛 沙 格 双 三 角 展 定 答 


图 3-7 


41Bi, 4:B。 Bs= A101.As0s 和 As= B01 BsO;. : 

在 卫 上 任 取 一 条 不 在 中 上 的 直线 ， 在 这 条 直线 上 取 不 同 点 也 和 也. 在 平面 DEA,A; 
内 , 设 4=DA1* 妃 4s, 在 平面 DRB1Bs 内 , 设 了 一 刀 B;, 刀 Ba; 在 平面 DBOi10s 内 , 设 O=DO; 

ZO，， 根 据 作 图 ， 三 角形 430 和 41Bi0; 通过 DD 成 透视 ， 因 而 也 通过 它们 所 在 平面 的 交 

线 p 成 透视 . 同样 ,三 角形 4BO 和 4sBs0s 通过 万 成 透视 , 因而 也 通过 2 成 透视 。 又 42 
4A1Bi 和 4B.4sDBs 都 在 p 上 ,所 以 它们 是 同一 点 Us, 同 理 Bs 和 4s 也 都 在 2 上 . 证 毕 . 

8.3 叙述 并 证 了 明生, 中 例 3.1 的 对 偶 . 

给 定点 P 和 不 在 P 上 的 两 条 不 同 直 线 a 和 6, 不 使 < 和 6 相交 (假定 由 于 某 种 原因 这 不 
可 能 得 交点 ) 找 出 卫 和 a 与 5 的 交点 的 连 线 . z 

证 明 : 在 图 3-8 中 , 设 Q 是 不 在 或 2 上 且 不 同 于 书 的 任 一 点 ， 在 Q 上 了 到 不 同 的 直线 
9, 了, 8 和 & 及 0 分 别 相交 得 到 点 A1, 4a，4s 及 1，DP，D， 设 p=P4:, k=PB:; H= 
jy 及 一 1 t= Aas, v=BesK, R=tu, w=-PR， 我 们 断言 % 就 是 所 求 的 直线 . 

为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 三 角形 41BiP 和 4sBsR， 因为 它们 通过 直线 中 成 透视 ,所 以 它 
们 也 通过 某 一 点 成 透视 . 现在 这 把 在 = Aids, 0 一 ~ BiB, 和 w=PRL 上 . 于 是 4 w= PR 是 所 
求 的 直线 ， / , 


ee i . 
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3.4 证 明 巴 普 斯 定理 的 特殊 情况 如果 41，4。，4s 是 直线 7+ 上 的 不 同 点 ，B:s, B。, B。 
是 另 一 直线 s 上 的 不 同 点 ， 且 01= 41B,, 03 = AB;, cs— AsBs 在 点 0 上 .那么 点 01= 4sB,* 
4sB,, Os= AiBs: AsB1, Os= A1Ba* AsB1 在 与 CA 和 s 共 点 的 某 条 直线 上 。 

证 明 ， 参 看 图 3-9, 设 7's= 卫 ， 0 / 

由 于 三 角形 014sBs 和 0s41B1 通过 站 
线 O04sBs 成 透视 (检验 )， 所 以 它们 通 
过 卫 成 透视 ,因而 01, 0s, 了 共 线 . 同 
样 ， 出 于 三 角形 014sB 和 0O0sh4sB1 通 
过 直线 04sBs 成 透视 ,所 以 它们 也 通 
过 卫 成 透视 ,因而 01, 0s, 了 共 线 ,所 
以 O14, 0s, Os, 卫 共 线 、 证 毕 . 

8.5 证 明 ， 如 果 p1, pa，Ps 是 点 
0 上 三 条 不 同 直线 , 且 pi(41, Bi, Ch， 


P © 
D,, *…) KAPpal As, Bb,, Os, D,, “…) 人 
Pe (As, Bs, Ca， D,, …)， 则 在 PQ 上 存在 一 点 hk, 使 得 . 


(a) pi(As, B1, O01, D,, .天 大 (As, Bs, Os, Ds, …). 

证 明 ， 参 看 图 8-10, 由 于 三 角形 414a4s 和 B1BBs 通过 反 0 成 透视 , 所 以 它们 也 通过 
直线 PQ 成 透视 , 点 R414a* BiBs 在 直线 PQ 上 .同样 三 角形 4i4a4s 和 010s0s 也 通过 
PQ 成 透视 ,点 R 一 A414a*0103 在 PQ 上。 但 是 ,因为 有 BR 和 BB 既 在 A414。 上 又 在 PQ 上 ,所 
以 它们 必须 重合 ， 这 样 我 们 就 有 (3). 


. 图 3 
83.6 证 明 ; 如 果 直 线 pi, pa, Pps, ps 中 没有 三 条 共 点 , 且 


£ 4 
Pi\Ay, Za Os, D,, …) Apal da, Bs, Os, Ds, …) 信 28(4a， Bs, Os, Ds, …) 


a 
天 24(44， Bs, Os, Ds, ph 
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则 存在 一 条 直线 2 和 点 S, T 了 使 得 


Ss 了 
(b) Pi A, B,, Ori， DD, pp) 大 pp, (A,, B,, O,, D,, vAGH Bs, Os, D,, …). 
证 明 . 参看 图 3-11. 设 O19 一 pi1* pa， O84 = Pa“ ps, 作 Dp, = O012084， 在 2 上 得 到 ps (4A, 
B,, O,, D,, …)， 使 得 


Q@ 
P(A,, B,, O,, D,, …) 丰 pa ds, B,, Os, D,, …) 


PF 
又 Pa ds, B,, Os, D,, *) Ap1(Ai1, Bi, O1, Di:, …)， 
所 以 (因为 pl， pa, 2p, 共 点 ,应 用 定理 3.1 可 得 ) 在 PQ 上 存在 一 点 & 使 得 ， 


s 
pi1(A, Bi, Oi, D,, “…) 天 Do(4。， B,, O,, D,, …). 
同样 ,因为 直线 ps, Ps, ps 共 点 ,在 @RBR 上 存在 一 点 了 了, 使 得 


TIT 
p44.,, B,, 0O,, D,, DAG: Bs, OO, Ds, *) 
这 样 就 得 到 了 (b). 
3.7 证 明 : 如 果 pi, pa, Ps, ps 是 不 同 的 直线 ,py, pa, Ps 在 点 0O 上 而 ps 不 在 , 且 


P 4 
pi A B,, Os, D,, …) pal ds, B;,, Os, D,, …) 大 


五 
Ps(As, B,, Os, D;, 天 24(44， 也 4， Os, D,, ph 
则 存在 不 同 于 2 和 ps 的 直线 p, 以 及 点 S 和 了, 使 得 


Ss T 
pi(Ai, B,, Oz, D, …) 天 p, (A,, B,, O,, D,, ……) pe ds, 也， Os, D,, 网 


图 3-11 


证 明 ， 参 看 图 3-12, 在 了 ss==ps*ps 上 任 取 一 不 同 于 pa, ps 且 不 在 P 上 的 直线 p,， 从 P 
把 ps 上 的 点 列 射影 到 p, 则 


P 
p(4, B, O, D, ……) KpalAs, Bao, Oa, Ds, pal hs, B:, Os, Ds, …). 
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Ds 


ss 
和 WA 


图 3-12 
U 
p(A, B, O, DL, …) Kps(As, Bs;, Os, Ds, “0), 


: PU R 
在 一 系列 pi1 太 Pp 太 ps 天 2 中 ， 直线 pi, p, ps， 9 中 没有 三 条 共 点 , 再 由 定理 3.2 可 以 知道 存在 
直线 p。 和 点 S, 了 使 得 


8 也 
D1 A pA ps. 证 毕 ， 


33.3 补 充 题 


3.8 (a) 四 个 不 同 的 点 4:，43a，4s， 44 没 有 三 点 共 线 ) 确 定 唯 一 一 个 完全 四 点 形 ， 证 
明 同 样 这 些 点 怡 好 确定 三 个 不 同 的 简单 四 点 形 , 414，4s4。, 414s4,4s, A414s4A,4,. 

(b) 叙述 并 证 明 (a) 的 对 偶 ， 

(0) 描述 平面 完全 五 点 形 和 它 的 平面 对 偶 . 

(d) 象 (a) 那 样 讨论 简 单 平面 五 点 形 和 它 的 对 偶 . 举 出 几 个 由 五 个 不 同 点 确定 的 简单 
五 边 形 . 

(6) 和 (6) 一 样 讨论 简单 平面 六 点 形 ( 六 边 形 ) 和 它 的 对 偶 

8.9 为 了 得 到 笛 沙 格 构图 ， 我们 从 了 和 恕 向 三 角形 4BO 投 影 ( 见 图 8-2)、 若 从 4 
和 如 问 三 角形 B80D 投影 , 重复 这 个 讨论 . 

3.10 在 笛 沙 格 构图 中 ( 见 图 8-8), 证 明 ， 

(a) 存在 十 对 透视 三 角形 ， 

(b) 在 完全 四 点 形 4:B:0: P 和 完全 四 线形 P，4B,，BsOs。，0s4， 中 ， 四 点 形 的 每 一 边 
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都 在 四 线形 的 一 个 顶点 上 ， 举 出 其 他 四 对 这 样 的 四 点 形 和 四 线形 ， 
3.11 在 同一 平面 上 给 定 三 角形 4BO 和 点 了 P.。 设 P 了 点 和 各 顶点 的 连 线 分 别 交 这 三 角 
形 的 对 边 于 4，B’, O', 作出 三 角形 4BO 和 4'B'O' 的 透视 轴 2。 并 研究 其 对 偶 图 形 . 
2 轴 称 为 一 的 极 线 , 而 卫 称 为 靖 关 于 三 角形 4BO 的 极点 . 泌 总 在 王 上 凤 ? 
83.12 (a) 证 实 定理 3.1 的 推论 . 


Pi Ps Ps 
(b) 化 简 pi(4, B …) 玉 pa(4a, Ba, …)pi(As, Bes, *…) 天 pads, Be,……) 为 pi( A 


.0 
Bi1, *…)Apal ds, Ba, …). 

3.13 叙述 并 证 明 习 题 3.4 的 对 偶 . 

3.14 证 明 : 如 果 三 个 三 角形 通过 一 公共 点 卫 两 两 成 透视 ,那么 它们 的 透视 轴 共 点 ， 

3.15 叙述 并 证 明 习 题 3.14 的 道 命题 . 

3.16 在 图 1- 中 ,在 7 上 另 取 一 点 44, 设 Bid4:pD=04，AiO048 二 Bi, 证 明 

(Ai, As, As, As) A(B1, Ba, Bs, Bs). z 

3.17 在 直线 上 取 四 个 不 同 点 4i，4a，4a,， 44， 从 不 在 7 上 的 任 一 点 把 它们 分 别 
投影 到 另 一 直线 8 上 的 B;，PBa，Ba，B4。 画 出 三 元 点 组 41，4。，As 和 Ba，Bi, Bs 的 巴 普 斯 
线 p. 证 明了 =A44Bi'Bshds 在 p 上 且 (41, 4，, A:, As) A (Bs, B,, Bs, B;). 

3.18 对 于 习题 3.17 中 的 这 些 点 证 明 . 

(a) (A1, As, A;, As)A(Bs, Bs, Ba, Bi). 

(b) (A:, As, A4s, AW) A(Bs, Bs, B1, B;). 

3.19 ” 证明， 如果 在 完全 四 点 形 PQRS 和 完全 四 线形 pqrs 中 四 点 形 的 边 PQ, PBR， 
PS, QR, QS 分 别 在 四 线形 的 顶点 ?8 9"8， 9*7, p's, 2 上 , 那么 四 点 形 的 边 BS 在 这 四 
线形 的 顶点 2.9 上 . 

3.20 给 定 一 个 四 点 形 集 的 五 个 点 , 当 (a) 给 定 的 点 互 不 相同 时 ， (6) 五 个 点 中 有 两 个 重 
合 时 , 画 出 它 的 第 六 个 点 . 

3.21 叙述 并 画 出 习题 3.20 的 对 偶 . 

3.22 证 明 : 如 果 两 个 三 角形 4BO 和 4.B'O' 通过 一 点 成 透视 ,那么 点 R= A4B.A'B’, 
S=BO.B'O', T=04.04’, U=AB'.4'B, V =BO’.B'O, W=04'.A0’ 三 个 一 组 位 于 四 
条 直线 上 

3.23 证 明 习 题 1.17 中 的 猜测 . : / 
提示 ， 在 图 中 令 p:e=B, p'f=F;QE=e, QF=f, dW, frd=F', BE=e", BF'~ 
,证明 6, o,f" 共 点 . 

3.24 (a) 证明， 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 同 以 这 个 四 点 形 的 的 三 个 顶点 为 顶点 的 四 个 
三 角形 中 的 每 一 个 都 成 透视 . mo 和 时 自在 (中 得 到 的 四 条 迁 视 轴 为 边 的 完全 四 线形 与 
个 完全 四 点 形 有 相同 的 对 角 三 角形 . 

3. 中 氢 述 并 证 明 习 题 3.24 的 对 偶 . 

3.26 在 图 3-9 中 ， 设 4= 41B:. Bi4s， 万 = 41Bs.Bi4s, 0= AsB,: ‘BA:, D= = As Bs 
BsA1, E= AsB1. Bads, F = ABs: Bah R=BE. AF, S= .BD.A0O, 中 一 C 万 . DF. 下 
(®) 直 线 4B, 0D, BF 在 0 上 ;(b) 点 RS, 了 在 p 上 . 

3.27 如 图 38-1(2) 所 示 ， 四 线形 pgrs 以 abo 为 对 角 三 角形 , 设 (6 5) (pn) 6, (5) 


$3.3 补 充 是 43 
‘(g*s) =e, (b:0) (p*q) =f, (65:0) (7°8) =g, (6:0) (ps) =o, (0r0) (gq9*7) =j. 证明 三 元 线 组 
0, g, 0, fe fe 9 中 的 每 一 组 都 共 把 。 
提示 : 考虑 通过 9 成 透视 的 三 角形 abc 和 prs. 

3.28 叙 述 并 证 明 习 题 3.27 的 对 偶 . 

3.29 给 定 三 角形 sbo 和 不 在 顶点 上 的 直线 2， 作 出 以 ape 为 对 角 三 角形 的 四 线形 
p973, 这 个 四 线形 是 唯一 的 吗 ? 
提示 : 设 (@*5) (ep)==d, (4@*0) (bp) 一 9， (50) (Gg) 一 有 则 有 (@*h) (89 一 5 《jc 
-= (0°7) (3) =g. 

3.30 证 明 ; 习题 3.29 中 的 四 线形 由 它 的 对 角 三 = 角形 和 任意 一 条 边 拓 确定 

3.81 叙述 并 证 明 习 题 3.29 和 3.80 的 对 偶 . 

3.32 动 三 角形 的 边 通过 三 个 固定 的 共 线 点 ,而 它 的 两 个 顶点 沿 固定 直线 了 和 3 移动 . 
证 明 第 三 个 顶点 描 出 一 条 与 w，s 共 点 的 直线 。 

8.33 通过 给 定 三 角形 的 每 个 顶点 画 一 条 直线 . 证 明 这 些 直 线 共 点 的 充 要 条 件 是 它们 
与 给 定 直 线 % 的 交点 以 及 这 个 三 角形 各 边 与 4 的 交点 组 成 一 个 四 点 形 点 集 . 

3.34 在 三 角形 414，4， 和 BiBaBs 中 ,车 41B1:，43Ba，AsBs 闪 点 于 0 而 AiB;, 
42Bs，AsBi 共 点 于 0s, 则 称 这 两 个 三 角形 成 二 重 和 这 和 视 , 若 41Ds,， 43B1，4apa 又 共 点 于 Oa， 
则 称 这 两 个 三 角形 成 三 重 迁 视 . 

(a) 已 知 三 角形 414。4s 和 两 个 不 同 点 B,, B,, 移 定 Bs 使 得 三 角形 A414s4s 和 BB: 
BsBs 成 二 重 透视 . 

(b) 验证 (a) 中 的 两 个 三 角形 成 三 重 透 视 . 

(0) 证 明 ; 如 果 两 个 三 角形 414。4， 和 B1BsB。 以 下 列 怖 序 中 的 任意 两 个 成 透视 , 

Ai1, As, AsABi1, Ba, Bs. 41 As, AsAB:, Ba, Bi, Ai1, As, As 入 Bs, Bs. 
则 它们 也 以 第 三 个 顺序 成 透视 . 

(d) 证 明 三 角形 414348s，B1BB。,，010s0 中 的 任意 两 个 都 成 三 重 透视 , 且 以 第 三 个 三 
角形 的 顶点 为 透视 中 心 . 

”8,85 根据 巴 普 斯 定理 证 明 习题 3.84(d) 中 三 个 三 角形 的 顶点 位 于 三 条 直线 上 

3.36 用 巴 普 斯 定理 证 明 习 题 3.1 中 的 定理 . 
提示 : 在 图 3-7 中 令 43a4a.0D1DBa = 电 ， AsB1: AsBs=B, Aids*: PQO=S, ‘Bi.B»* PQ=T, 然后 对 
于 下 列 共 线 三 元 点 组 应 用 巴 普 斯 定理 ，(&) 由 41, P，Bi 和 4a, 8，4s 得 出 0 RB, 5 共 线 ， 
(b) 由 B,, P, 4 和 Bs, 4 7 得 出 O01, BE, 了 共 线 : 〈(o) 由 Bi 4s, BR 和 Q@，S, 了 得 出 0 
01, 0 共 线 . 
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$4.1 基 


1. 调和 点 集 和 调和 线 集 


本 内 容 


考 虞 图 人工 中 的 四 个 点 4， 刀 , 刀 ， 忆 , 它 是 由 完全 四 点 形 PQRS 的 对 角 三 角形 的 边 。 
4 刀 截 这 四 点 形 的 各 边 所 得 到 的 点 集 ， 图 4-1 是 图 4-1 的 对 个 ,其 中 的 四 线 集 6 5, 4, 。 是 
由 完全 四 线形 pgrs 的 对 角 三 角形 的 顶点 O~ .5 向 这 四 线形 的 各 顶点 投影 所 得 考虑 这 些 


图 形 可 引出 下 列 对 偶 定 义 ， 


图 4-1 
我 们 称 四 个 共 线 点 4,， B,D， 瑟 成 一 调 
和 点 集 , 是 办 存在 一 完全 四 点 形 , 它 有 两 条 对 
边 在 4 上 , 男 两 条 对 边 在 B 上 , 同时 第 三 组 
对 边 一 条 在 已 上 ,一 条 在 妃 上 .点 也 ( 忆 ) 称 
为 如 ( 芒 关 于 4 和 甩 的 调和 共 罗 ， 记 作 五 


(4, BD, 加)。 注意 到 在 H(4, 8B; D, 及 ) 
中 4 和 B 处 于 平等 地 位 ;因此 我 们 也 可 以 写 
成 吾 (B, 4;D, 加 )、 同样 ,D 和 加 处 于 平等 
地 位 ; 因此 我 们 也 可 以 写成 卫 (4, B; 及, 万 ) 
或 互 (B, 到 D)， 在 任何 一 种 情况 中 ,我 
们 都 说 点 对 4, B 被 点 对 D, 如 调和 分 陋 . 


z 图 4 

我 们 称 四 条 共 点 线 gg，5，g，6e 成 一 调和 
线 集 ,是 指 存在 一 个 完全 四 线形 , 它 有 两 个 对 
顶 瓜 在 gc 上 , 另 两 个 对 顶点 在 上 , 同时 第 三 
组 对 顶点 一 点 在 4 上 ,一 点 在 。 上 .直线 G(e) 
称 为 e(d) 关 于 & 和 5 的 调和 共 罗 ， 记 作 互 
(g, 6;d, e)。 注 意 到 在 五 (g, 5;d, e) 中 a 和 
2 处 于 平等 地 位 ， 因 此 我 们 也 可 写成 五 (%， 
a; 0， e)。 同样 , a 和 e 处 于 平等 地 位 ; 因此 我 
们 也 可 写成 五 (a, 5b; 6, ) 或 HH(b, a;e, a). 
在 任何 一 种 情况 中 , 我 们 都 说 线 对 w 5 被 线 
对 0,6 调和 分 隔 ， 


$4.1 基本 内 容 45 


当 4, B, D 是 直线 c。 上 的 不 同 点 时 , 了 D 当 &, b, 4 是 点 0O 上 的 不 同 直 线 时 , & 关 
关于 4 和 B 的 调和 共 轿 点 可 用 下 列 步 骤 作 ”于 a 和 5 的 调和 共 固 线 可 用 下 列 步 怠 作 出 ; 
出 : 在 4 上 任 取 两 条 不 同 直线 pc 和 sx¥ce， 在 a。 上任 取 两 不 同 点 Px*0O 和 Sz*0; 在 4 上 
”在 D 上 任 取 一 条 直线 ?#36 设 p-r 一 PP, sy 任 取 一 点 卫 关 O. 设 PR=p, RS 二 r; (5:p)S 
=R; BP.sS, BR.p 一 Q, 则 SQ.o== 加 是 所 一 5% (0 站 ) 卫 一 9， 则 (8 9)O 一 6 是 所 求 的 直 
求 的 点 。 z 线 . 

关于 符号 五 (4, 肠 也 如), 这 里 还 要 先 说 一 句 , 由 图 4-1, 我 们 发 现 


(4, B, D, EROS, Q, 0, ERB, 4, 了 可， 

从 而 (4, B; D, B= (B, 4;D, B). 
鉴于 关于 完全 四 点 形 的 对 边 点 的 不 共 线 的 假设 ,我 们 断定 (4，B; D, 帮 ) = 一 1， 因 此 可 以 取 
甩 (4, B; D, 加 ) 等 于 这 个 值 ， 然 而 ,为 了 避免 交 比 , 我们 将 认为 耳 (4，B; D, 马 ) 仅 仅 是 " 共 
线 点 4 B, DD, 且 成 一 调和 集 ” 或 “点 4, B 被 点 D, 如 调和 分 隔 的 缩写 "。 我 们 有 

定理 4.1 当 4, B,D 是 不 同 的 共 线 点 时 , 由 五 (4, B; D, 加) 可 推出 4, B, DB 是 
不 同 的 共 线 点 . 9 

图 42 在 图 4-1 的 基础 上 作 了 一 些 标号 的 
修改 , 以 便 清楚 地 显示 直线 s 蕉 调和 线 集 a 53,6， 
e 为 调和 点 集 4，B，D， 态 (我 们 留 给 读者 证 明 
PQRS 是 与 这 点 组 相伴 的 四 点 形 )， 反 过 来 , 从 一 
条 直线 上 的 某 个 调和 点 集 出 发 ， 任 取 不 在 这 直线 
上 的 一 点 作为 BR， 我 们 就 能 得 到 形 如 图 4-2 的 图 
形 . 这样, 我 们 有 

定理 4.2 ”从 不 在 直线 s 上 的 任 一 点 有 向 s 
上 的 某 个 调和 点 集 作 射影 得 到 一 调和 线 集 . 
及 其 对 侦 : 图 4-3 

”定理 4.2% 从 不 在 点 BR 上 的 任 一 直线 向 上 的 某 个 调和 线 集 作 截 影 得 到 一 调和 点 集 , 

设 四 条 共 点 线 a, 5, a, e 分 别 被 不 同 的 直线 > 和 s 截 得 点 4, B, D; 加 和 4',B', D,, 
到、 由 透视 的 定义 (4, B, D, 卫 ) 天 (4', B', D', 加) 和 定理 4.2~4.2' 推出 ; 如 果 瑟 (4,8B， 
也 万), 则 五 (4，B4 也 丈 )、 因 为 射影 是 一 列 透视 的 结果 , 对 于 任意 两 个 共 线 点 集 4, 也 
刀 瑟 和 4"，B", D"，B", 我 们 有 ， 

定理 &.3 如 果 (4, B, D, 瑟 ) 入 (4", B",D", 如 ")， 则 由 瑟 (4,，B;D ,如 ) 可 推出 互 
(4", B";D", BB"). 反之 亦 然 . 

设 4, B, D, 吾 是 四 个 共 线 点 且 五 (4，B; D, 如)，、 根 据 定理 2.10, (4, B, D, 五 ) 太 
(D， 召 4, B), 于 是 五 (D, B; 4, B), 且 有 

定理 .4 和 4 ”如 果 4, B, 0, DD 四 点 共 线 上 且 点 对 4, BB 被 点 对 DD, 加 调和 分 隔 , 那么 点 对 
DD, 瑟 也 被 点 对 4 BB 调和 分 隔 。 

如 图 4-1,， 假设 刀 取 在 e 的 线段 4 上 ,显然 , 当 D*4 和 D+ 时 ,如 在 线段 4B 上 
在 习题 4.6 中 ,我 们 要 求 读者 证 明 当 万 趋 于 4 时 ,如 也 趋 于 4, 当 也 趋 于 妃 时 ,如 世 趋 于 
B83, 让 D 从 4 移动 到 B 描 出 线段 4B,D 的 这 种 移动 不 会 干扰 点 R, @, 从 而 也 不 会 干扰 直 
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线 4R,，AQ, BR、 反 之 ,直线 OR 绕 点 吾 反 时 针 方 向 旋转 , 点 了 沿 着 图 中 所 示 线 段 从 4 移 
动 到 Q@， 直 线 BP 绕 点 B 顺 时 针 方向 旋转 ， 点 8 沿 图 中 所 示 线 段 从 4 移动 到 R， 点 召 沿 
4B 从 4 移动 到 我们 留 给 读者 研究 倒转 D 的 移动 方向 所 得 的 结果 和 下 列 定理 ， 

定理 4.5 ”如果 刀 沿 一 给 定 方向 描 出 4B， 那么 刀 关 于 4 和 姻 的 调和 共 印 也 就 沿 相 
反方 向 描 出 4B.、 

作出 也 关于 4, B 的 调和 共 纯 时 , 允许 在 4 上 的 两 条 直线 和 在 也 上 的 直线 的 方向 是 任 
意 的 , 只 要 求 它 们 的 方向 不 同 于 o= .4B 并 且 在 4 上 的 两 条 直线 互 不 相同 、 这 种 选择 上 的 自 
由 可 由 定理 3.5 推出 ， 它 实际 上 表明 召 的 位 置 由 其 它 三 点 的 位 置 确定 并 且 不 依赖 于 所 用 到 
的 特殊 四 点 形 ， 这 样 ,定理 3.5 在 这 里 可 以 重新 叙述 如 下 ; 

定理 4.6 如果 4, B, D 是 共 线 点 , 则 DD 关于 4, B 的 调和 共 轿 点 是 唯一 的 . 
它 的 对 偶 是 ; 

定理 4.6” 如 果 w 5, a 是 共 点 线 , 则 a 关于 a, 5 的 调和 共 圈 线 是 唯一 的 . 
在 习题 4.1 中 ,我 们 将 证 明 

定理 4.7 如 果 4 和 了 好 是 完全 四 点 形 的 两 个 顶点 ， 允 是 它 在 4B 上 的 对 边 点， D 在 48B 
和 其 它 对 边 点 的 连 线 上 , 则 五 (4, B; D, 刀 ). 
在 习题 4.2 中 ,我 们 将 证 明 

定理 4.8 如 果 4', B', 0' 是 三 个 不 同 的 共 线 点 , 且 这 三 点 分 别 在 给 定 三 角形 4BC 的 
三 边 上 ， 则 其 中 每 一 点 关于 这 三 角形 同一 边 上 的 两 顶点 的 调和 共 辑 点 与 第 三 顶点 的 连 线 共 
点 . 

定理 4.8 提供 了 证 明 三 条 不 同 直线 共 点 的 另 一 方法 ， 它 的 对 个 是 

定理 4.8” 如 果 q，2，o% 是 三 条 不 同 的 共 点 线 , 且 这 三 条 直线 分 别 在 给 定 三 角形 4BO 
的 三 顶点 上 ， 则 其 中 每 一 条 关于 这 三 角形 同 一 顶点 上 的 两 条 边 的 调和 共 元 线 与 第 三 边 的 交 
点 共 线 。 


2， 完 全 四 点 形 的 调和 性 质 


在 完全 四 后 形 中 , 它 的 任 二 顶点 与 它 的 对 角 三 角形 的 一 顶点 共 线 .这 样 ( 兄 图 438), 这 
个 四 扣 形 的 每 一 边 者 与 它 的 对 角 三 角形 交 于 两 点 一 一 一 个 是 对 边 点 和 一 个 与 这 个 四 点 形 相 
伴 的 所 谓 调和 点 。 例如 , 完全 四 点 形 的 边 PQ 与 它 的 对 角 三 角形 交 于 对 边 点 4 和 一 个 调和 
态 了 = 了 Q.BO. 除了 外 ,图 48 中 的 完全 四 点 形 的 调和 点 是 D=PR.4B, B=8S.4B, G 
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RS.BO, T= PS.40, J=QR.4O， 我 们 得 到 ， 

定理 4.9 在 完全 四 点 形 的 任 一 边 上 有 这 四 点 形 的 两 个 顶点 ， 它 的 对 角 三 角形 的 一 个 
顶点 和 一 个 调和 点 . 

定理 4.10 在 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 的 任 一 边 上 有 这 对 角 三 角形 的 两 个 顶点 和 两 
个 调和 点 。 | 

从 O 把 4, B,D, 如 投影 到 RS 上 ,我 们 分 别 得 到 4, G,，R, S， 于 是 有 ， 

定理 4.11 对 角 三 角形 的 顶点 和 在 完全 四 点 形 的 任 一 边 上 的 调和 点 , 调和 分 隔 这 四 点 
形 在 该 边 上 的 顶点 . 

现在 ， 四 条 直线 BR，BS，B4，BG 是 调和 集 (定理 4.2)， 它 们 被 直线 40 截 得 的 截 影 
J, TI， 4 0 也 是 调和 集 ( 定 理 4.2). 于 是 我 们 有 z z 

定理 4.1% 完全 四 点 形 在 它 的 对 角 三 角形 的 任 一 顶点 上 的 两 边 被 这 个 对 角 三 角形 在 
该 顶点 上 的 两 边 调和 分 隔 . : 

定理 4.18 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 任 一 边 上 的 对 边 点 被 在 该 边 上 与 这 四 点 形 相 伴 
的 调和 点 调和 分 隔 . : 

从 习题 3.28, 我 们 有 

定理 4.14 与 完全 四 点 形 相伴 的 六 个 调和 点 , 三 个 一 组 位 于 四 条 直线 上 .， 


“3. 射影 直线 上 的 调和 网 


在 图 4-4 中 , 4, B, O 是 直线 o。 上 的 三 个 不 同 点 ， 在 4 上 任 取 一 直线 gx#o, 在 9 上 取 
两 个 不 同 点 召 # 4 和 8 4. 设 BR.O08=D, 4D=t0R't=EB, SBi0— PF FiR.t=h,, 


S Eso0= FF,; PR.t= Es, SEs0= F's; 机 由 以 上 作 图 ， 我 们 有 H(A, CO; B, F1), H(A, 
Fi O, Fa), H(A, Fs Pi, Fe), …, H(A, Ps Fn-s, PF,), …。 我 们 称 点 集 
4, B, O, Fi, Fb,, F's, £,, “es (1) 


构成 一 个 由 给 定点 4，B，O 所 生成 的 调和 序列 。 因为 任何 调和 集中 的 元 素 都 是 不 同 的 ,所 
以 我 们 有 理由 假设 (1) 的 所 有 点 都 是 不 同 的 (后 面 将 给 出 证 明 )、 假 设 上 述 条 件 成 立 , 因为 这 
种 作 图 能 无 限 地 继续 下 去 ,显然 ,调和 序列 中 的 点 的 个 数 是 无 穷 的 .， 

让 我 们 重新 从 。 上 的 点 4，B，O 开始 ， 首 先 , 象 先前 那样 作出 :并 标 以 Gu; 然后 在 o 
上 作 其 它 点 , 从 而 得 到 集合 : 
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A, B, O, G1, Gs,, Gs, Os, Gs, », (2) 
使 得 对 于 玉 =G,, 这 里 ”是正 整 数 , 我 们 有 互 (对 , 了 ; 2, 厂 ),， 即 玉 是 2 关于 于 和 了 的 
调和 共 力 ， 而 子 , 了 , 2Z 是 (2) 中 在 前 的 某 个 三 元 点 组 ， 例 如 ， 对 于 Gs 可 以 有 HI(4,， 
Gas; Gs, Gj) 或 及 (B, 0; Gi, Gs) 或 卫 (Gi， Gs; Ga, G4)， 在 任何 情况 下 , 我 们 都 说 玉 =G， 
与 给 定点 4, B, 0 调和 相关 ， 与 4, B, O 调和 相关 的 全 体 点 的 集合 称 为 在 上 的 调和 网 ， 
记 为 B(4, B, 0). 我们 首先 注意 到 确定 点 Gs，Gs, G94, Gs, …， 没 有 系统 的 方法 , 即 就 是 


没有 一 定 的 规律 。 这 样 , 我 们 不 能 期 望 所 有 的 G 都 必定 互 不 相同 。 因为 R(4, B, 0) 包 括 - 


由 4, B, O 生成 的 调和 序列 , 所 以 调和 网 也 是 一 个 无 穷 点 集 。 然而 ,这 两 个 集合 绝 不 会 相 
等 ， 例如， 由 三 (2 O Ga G4) 确 定 的 Gs 是 调和 网 的 一 个 元 素 但 不 是 调和 序列 的 一 个 元 
在 习题 4.4 中 ,我 们 将 证 明 
定理 .15 调和 网 由 这 网 中 任意 三 个 不 同 点 所 确定 . 


4. 拓 广 直线 上 的 调和 网 


我 们 暂时 返回 到 第 一 章 中 的 拓 广 平面 , 它 是 由 网 氏 平面 连同 一 条 理想 直线 组 成 的 、 我 
们 的 目的 是 作出 调和 网 RCP。,，Po, P1)， 这 里 Po 和 Pi 是 拓 广 直线 (p,，P。) 上 任意 两 个 不 
同 的 普通 点 。 我 们 将 看 到 它 能 有 规则 地 作出 , 所 以 我 们 将 得 到 前 一 节 调和 网 的 更 清楚 的 图 
象 ， 在 作 图 中 ( 见 图 4-5) 我 们 将 利用 理想 直线 刀 上 的 不 同 理想 点 BR。 大 Ps。 和 SS。%P。 设 
PoR,*. Pi1S,.= Eo, BoP =t; PRSt= BB:, EiS.p= P,; PRot= BB,, BB.p=Ps.…. 那 
样 , Ps 是 Po 关于 P,Pi 的 调和 共 罗 点 ,所 以 瑟 (P。, Pi; Po，Ps)， 其 证 明 如 下 : 直线 上 和 
i 在 P。 上 ,直线 PoRs 在 P。 上 ，, 交 t 于 有 国 ， 交 声 于 Rs。， 此 时 了 Po 交 1, 于 9, PR 
交 # 于 轧 和 如 S。 交 p 于 Pa。 现在 考虑 在 p 上 建立 一 个 坐标 系 ， 其 中 Po 是 原点 ( 即 坐 标 
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为 0 的 点 ), Pi 是 单位 点 ( 即 坐 标 为 1 的 点 )， 因 为 
PoPa= PoP1+ PiPa*= PoP1+ Bo Wh, 
是 Bo PoP1， 所 以 推出 Ps 是 2 上 坐标 为 2 的 点 。 这 样 ， 通 过 连续 使 用 已 (人 了 1 
Pa， 也 ,我们 能 作出 具有 坐标 的 点 Po 9 一 2 8, 4,… 

设 PoSs t= Bs, BR,:p=P.; 了 :St 一 万 ， BR.,.p= Pa; pv， 现在 P_1 是 pp 上 
坐标 为 一 1 的 点 ,P_s 是 2 上 坐标 为 一 2 的 点 ,…, 这 样 , 通过 连续 使 用 (P,Pi-n; fa-s， 
P 了 .,) ,我 们 能 作出 坐标 为 一 % 的 把 PP-。, nn 一 1, 2, 3, 4,… 

下 一 步 , 设 P。 由 互 (P1, Pi; Ps,P。) 所 确定 。 在 作 图 ( 见 图 4- 相 中, 在 Pi 上 取 直 线 
PiR。 和 PiS。, 在 Ps， 上 取 直 线 PsaS。 交 PiR。 于 尺 1 一 如, 交 PS。 于 S。 设 PkKi 了 Ps。 
=D, PiS.*:PR.,=K; 那么 P.= 二 上 Lp， 我 们 证 明 P= Pys, 即 这 点 在 上 举 标 为 1/2. 
设 到 了 -PS 一 卫 ， 从 相似 三 角形 LP。Pi 和 上 KL, 我们 有 


上 


于 是 PP 一 开 天 工 一 开 X3 一 瑟 ， PeP。= 妆 , Po 一 Pin， 同 样 (见习 题 4.28)， 我 们 能 够 作 
出 坐标 为 1/m 的 点 Pim mn 一 3, 4 5, …。 最 后 , 再 从 任 一 三 元 点 组 Ps，Po，Psy 出 发 , 重 
复 上 两 段 的 作 图 步 又 ,我 们 可 确定 点 
7, Pspe, 了 P_am 了 Pi Po, Papm Pape, Pep, ~ 
的 位 置 
这 样 ,我 们 概述 了 一 个 系统 的 方法 ,在 拓 广 直线 上 确定 了 与 有 理 数 集成 一 一 对 应 的 一 个 
点 集 ( 即 这 条 直线 的 普通 点 的 子 集 )、 设 P。。Pu，P,。 是 这 个 子 集中 任意 三 个 不 同 的 点 ， 考 由 


由 五 (Po，Pws Po。 Po) 确 定 的 点 Re， 我 们 有 CR 
(P,, P,; P,, Po) = 


—% 0 一 0 
因为 &, b,c 是 有 理 数 ,所 以 w 也 是 有 理 数 . 了 是 P。 是 这 个 子 集 的 点 , 且 这 个 子 集 恰好 是 有 B 
(Ps Po, Pi). 

回 到 射影 平面 的 图 444， 我 们 重新 标记 4 为 P。，B 为 Po, 0 为 Pi, D 为 Bo, Fi=4, 
为 Ps 并 重复 上 面 记 描述 的 一 系列 作 图 ,在 射影 直线 上 所 得 到 的 这 个 子 集 ( 即 调和 网 ) 与 全 体 
有 理 数 集 之 间 同 样 存在 一 个 一 一 对 应 .然而 , 在 这 里 我 们 并 不 关心 网 中 点 Po 的 下 标 & 的 任 
何 可 能 的 解释 , 仅仅 把 它 看 作 一 个 方便 的 标号 而 已 . 


$4.2 问题 及 其 解 


4.1 证 明 :者 4, B 是 完全 四 点 形 的 两 个 顶点 , 召 是 它 在 4B 上 的 对 边 点 , 了 D 在 4B 和 和 
起 4 对 边 点 的 连 线 上 . 则 五 (4, B;, D, 万 ). 

证 明 ; 在 图 和 1 中 取 4BQS 为 完全 四 点 形 , 可 立即 得 出 本 定理 ， 当 在 一 条 直线 上 依次 
给 出 4, B, 恕 或 者 依次 给 出 4, 五, B 时 ,本 题 指出 了 作 呈 的 方法 

4.2 证 明 , 着 和 4, B, 0' 是 三 个 不 同 的 共 线 点 , 它们 分 别 在 三 角形 4BO 的 各 边 上 ,把 
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这 三 个 点 关于 它们 所 在 的 边 上 的 两 个 顶点 的 调和 共 拒 所 分 别 和 三 角形 的 第 三 个 顶 氮 连 起 


来 , 则 这 三 条 连 线 共 点 . 
证 明 ， 参 看 图 4-6, 作 0' 关于 4, 呈 的 调和 共 斩 点 0/, 则 互 (4, BO 0”"). 令 A"= 


B’ 
BO.B'O", B"=— 40.4'0"， 由 (4, B, 0', 0") 


(0, B, 4, A"), (4, B, 0, om) 交 (4 0, B', 
8"), 推 知 4"，B" 是 属于 定理 中 的 两 个 调和 共和 思 


点 ， 现 在 (4，0，B'，B') 庆 (4, B, 0'，0") 天 
(0, B, 4', 4"), 所 以 (A, 0, B', B") (0O, B, 
4, 4”"). 由 1, 中 的 (i) 可 知 
(0O, B, A’, A")K(B, 0, A’, A"), 
所 以 (4, 0O, B', B")A(B, 0O, 4', 4A"). 
但 这 是 一 个 透视 ,因此 4B, 4'B', 4"B" 在 0 上. 
同 理 , BO，B'O'， BIO 在 4 上 ,04 04 04 
在 B' 上, 那 末 三 角形 4BO 和 4"B"O" 是 通过 直 
线 480 的 透视 ， 最 后, 它们 是 通过 一 个 点 的 透 
。 视 , 即 44", BB", OO" 共 点 ， 
图 4-6 注 ， 由 A"=BO.B'O",，B"=A40.4'0", 0” 
一 AB.A'B" 可 知 ; 车 一 个 三 角形 的 各 边 被 任 一 不 在 其 顶点 上 的 直线 所 截 , 则 有 , 其 中 任意 两 
个 截 点 分 别 关 于 它们 所 在 边 上 两 个 顶点 的 调和 共 思 点 与 第 三 个 截 点 共 线 , 
4.3 考虑 图 4-7 中 的 完全 四 点 形 PQRS， 它 的 对 角 三 角形 是 4BO， 相 伴 的 调和 点 为 
D, E, F, G, I, J. 令 DI.PQ=K, DJ .RS=L, HEI. RS--M, BJ.PQ=N. 证 明 三 元 
点 组 (a)B, 下 ，Mi (b).B, , 工 共 线 . 


证 明 ，() 我 人 有 (4, 0, I 中 天 (4, 8, 2, 


2 


SN 才 
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和 (4, CO 了 妃 天 (4 P, K, 太 ) 天 (4 S; M1, G@). 
其 中 及 1 一 BK .RS, 由 于 五 (4, 0; 了 了, J), 有 了 H(4, Si M, GQ), H(A, S; Mj, G), 由 定理 
4.6, 及 一 Mj, 所 以 隆 在 BK 上. 

(b) 证 明 与 上 述 类 似 。 这 里 我 们 改变 方法 试图 利用 定理 4.8' 来 证 明 。 首先 , 我们 需要 
一 个 三 角形 ,使 B, 工 , 太 分 别 在 它 的 一 边 上 ,不 妨 取 三 角形 4QR. 其 次 我 们 需要 一 个 点 了 ， 
使 得 4 蔷 关于 4Q@ 和 AR 的 调和 共 轿 交 RQ 于 B,Q 了 关于 @4 和 QBR 的 调和 共 斩 交 4R 于 
二 RX 关于 BA 和 RQ 的 调和 共 轿 交 4Q 于 六 .由 于 


(G, F, 0, B)RB, Q, 7, B), 

故我 们 有 五 (BQ@; 7，B); 于 是 于 一 定 在 47 上 . 间 理 ,五 (4, RR; G, 几 要 求 卫 在 GQ 上 ; 
是 (4A, Q@; 了 ,入 ) 要 求人 了 在 FR 上. 

现在 只 要 证 明 4J, GQ, FR 共 点 即 可 。 考虑 RS 上 的 不 同 点 S，G，R 和 PQ 上 的 不 
同 点 了, 了, Q， 由 习题 3.4 中 的 定理 可 知 点 SF. PQ=Y, SQ.PR=~0, GQ.FR= 了 XX 与 4 
共 线 .于 是 互 在 40 上 ;直线 4J, GQ, 了 PR 共 点 , 且 点 BB, 工 ,入 共 线 . 

4.4 证 明 . 一 个 调和 网 由 这 个 网 中 任意 三 个 不 同 点 所 确定 . 

证 明 , 设 陡 , 了 , Z 是 3. 的 调和 网 R(4, B, O) (2) 中 的 三 个 不 同 点 , 那么 , 从 4, B, 0 
出 发 ,在 作 了 有 限 个 调和 集 之 后 (第 一 个 调和 集 是 五 (4, 0; B, G1))， 我 们 得 到 且 , 了 ，2. 
现在 由 互 (4, 0 了 B,，G) 可 知 万 (4,，O，G， B)， 所 以 与 4， 了 3B，O 调和 相关 的 点 也 与 4， 
Ga，0 调和 相关 , 即 R(4,B, 0) 一 R(4A, Gs, 0), 因 为 Y 与 4, G4, 0 调和 相关 ,在 经 过 有 限 
个 步骤 后 ,我 们 有 R(4, B, 0) ~=R(4, 了 Y, 0),. 同 理 可 得 ; R(4, B, 0)=R(X, Y, 0)= 
R(X, FY, 2). 


34.3 补充 题 


&.5 若 a, 5, d,。 是 四 条 不 同 的 共 点 线 ,满足 互 (a, 5;G，e)， 那 么 它们 另外 还 有 七 种 
排列 , 这些 排 列 也 是 调和 集 ， 试 一 一 列 出 . : 
部 分 答案 五 (a, 5; 6, d), H(d, e;a, 5). 

4.6 在 一 直线 上 依次 取 三 个 不 同 点 4, D, B， 当 (a)D 靠 近 4; (b)D 擎 近 媚 (eo)D 是 
4B 中 点 时 ,作出 DD 关于 4, B 的 调和 共 固 点 ， 

4&.7 叙述 习题 4.6 的 对 偶 并 写 出 作法 . 


4.8 在 习题 4.6 中 当 (a)D~4, (b)D=B 时 , 对 于 D 关 于 A, B 的 调和 共 罗 点 , 你 将 
作 如 何 选择 ? 

4.9 证 明 : 若 在 不 同 直线 上 ， 有 HH(4, B; 0, D) 和 HH(4', BO DD), 则 44 DZP ， 
OO 共 点 。 
提示 : (4, B, 0, D) 入 (4', B’', 0', D). 

4.10 证 明 , 五 (4, B; D, 有 ) 的 充 要 条 件 是 

(A, B,D, BE)A(A, B, E, D). 

4.11 在 图 3-9 中 的 巴 普 斯 线 力 称 为 O 关 于 + 和 s 的 极 线 ，0O 称 为 Dp 关 于 7 和 8 的 极 

访 ， 令 41B1'p 一 证明 Qs 是 0 关于 4 和 4 和 Bi 的 调和 共 固 点 ,进而 证 明 ; 车 一 条 直线 绕 O 
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旋转 且 分 别 交 两 条 不 同 直 线 r+ 和 s( 训 不 在 OO 上) 于 点 五 和 及, 则 0O 关 于 BR 和 5 的 调和 共 斩 
态 描 出 0 关于 7 和 s 的 极 线 , 

4.12 讨论 习题 4.11 的 对 偶 . 

4.13 在 习题 4.11 中 , 对 旋转 直线 的 任何 位 置 , 令 BS.p==Q, 证 明 @ 关 于 7 和 s 的 极 
线 通 过 0, 进而 证 明 ; 郑 点 O 关于 两 条 不 同 直线 和 s 的 极 线 在 点 @ 上 , 那么 Q@ 关 于 + 和 8 
的 极 线 在 O 上. 

4.14 讨论 习题 4.13 的 对 侦 . 

4.15 在 直线 p 上 取 四 个 不 同 点 4,，B, 0, 刀 使 得 互 (4，B; O, DD) 从 不 在 p 上 的 任 一 
点 卫 作 这 些 点 的 投影 , 并且 用 另 一 条 在 4 上 而 不 在 卫 上 的 直线 9 去 截 , 分别 得 到 点 4，B”, 
O 7， D', 证 明 Q@=0D'.O0'D 在 直线 PB 上 . 

4.16 人 氢 述 并 证 明和 .15 的 对 侦 . 

4.17 利用 图 43 证 明 ， 若 一 个 完全 四 线形 的 顶点 是 完全 四 点 形 PQPS 的 六 个 调和 
点 ,那么 它 与 这 个 四 点 形 有 相同 的 对 角 三 角形 . 

.18 已 知 一 个 完全 四 线形 的 对 角 三 角形 和 一 条 边 , 利用 习题 4.17 的 结果 得 出 这 个 完 
全 四 线形 的 不 同 于 习题 3.29 的 另 一 个 作法 . 

和 .区 已 知 一 个 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 和 一 个 顶点 ， 给 出 这 个 完全 四 点 形 的 不 同 于 
习题 3.31 的 另 一 种 作法 . 

4.20 不 用 交 比 概念 ,证 明定 理 4.2. 
提示 ， 在 图 41 中 , 令 Q4=a, QB=b, QD=d, QB=6, AB-:»p, BS=g, AR=r, PR=s, 
由 完全 四 线形 poys 可 得 H(a, b; d, e). 

4.21 利用 图 4-6, 证 明 ; (a) 定 理 4.8". 
提示 ， 取 @=04, 8’=0B, ce'=00. 

(b) 设 三 角形 480 的 顶点 与 不 在 其 边 上 的 定点 O 的 连 线 与 这 些 顶点 的 对 边 交 于 4 
B", 0”, 则 三 角形 的 每 一 边 与 4",，B", 0" 中 不 在 这 边 上 的 两 点 连 线 的 交点 共 线 . 

4.22 (a) 在 图 4-7 中 ,在 RS 上 有 四 个 调和 点 集 , 试 一 一 列 出 ,并 证 明 : (4,G; 1 五 ) 
- (4 G; 工 及 = 一 误 . 


(p) 在 图 4-7 中 除去 卫 , 了 两 点 外 ,共有 12 个 调和 线 集 , 试 一 一 列 出 

4.23 ”利用 图 4-7, 证 明 三 元 点 组 下 , 0, 厂 和 了， 0, NW 共 线 . 

4.24 设 +,s 是 相交 于 0 的 两 条 不 同 直 线 , 了 是 不 在 这 两 条 直线 上 的 任意 一 点 ， 作 出 
OP 关于 7”, s 的 调和 共 统 线 ，(a) 证 明 这 条 直线 是 7 的 任意 三 点 41,， 4s, 4s 和 s 上 的 任意 
三 点 Bl，Bs, Bs 的 巴 普 斯 线 (这 些 点 使 得 41B1，AsB，，AsBs 共 点 于 卫 )， 也 就 是 说 ,证 明 这 
条 直线 是 卫 关 于 7, s 的 极 线 ，(b) 在 卫 上 的 任意 直线 分 别 交 y，8s 于 不 同 点 五 S， 交 卫 关 
于 7, 8 的 极 线 于 了 TD, 证 明 (BRB, 8; P, T). 

4.25 已 知 三 角形 4BO 和 不 是 其 顶点 的 卫 点 ,分 别 作出 卫 关 于 直线 对 40, 0B; 4B， 
BO B4,， 4C 的 极 线 ， 令 .8= 4 co.= b.6=0'，(a) 证 明 三 角形 4BO 和 4'B'C' 是 
透视 对 应 的 . 标 出 透视 轴 p，(b) 证 明 p 是 卫 关 于 三 角形 4BO 的 极 线 ( 定 义 见习 题 3.11). 
(6) 分别 作 出 p 上 任意 一 点 Q@ 关 于 三 角形 4B0 和 A4'B'O' 的 极 线 , 并 证 明 这 些 直 线 交 于 p 上 .， 

4.26 在 图 4-8 中 ,4, B，D 蚌 直线 上 的 三 个 不 同 点 ,而 4',，B',D' 分别 是 4, B,D 中 
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图 48 


一 点 关于 其 他 两 点 的 调和 共 轿 ， 即 H(4, B; D, D'), H(B, D; 4, 4'), H(D, 4;B, 也)， 
成 O=PR.QS, =PQ.ST, FPS.QU 是 与 这 些 调和 集 和 =PR.ST 相伴 的 完全 四 线 
形 的 对 边 点 .证 明 . 

(a) G= PR.QU. 


提示 ;假设 Gi=PR.QU, 则 (4, B, 了， D0 天 (@， F, DD, G) KD, B, A, 4)。 

(b) 三 元 点 组 4, 0, F; B, 0, 及 ; D, 加 ,了 共 线 . 
提示 : 假设 40.UQ= Fi, 那么 (4, B, D, D')A(S, Q@, D, 0)A(U, Q@, B', FW) 及 (D, 4, 
B, B)A(Q, U, F, B'). 

.27 利用 图 4-5, 验证 : 

(a) H(Ps,, Ps; P1, Pe) 和 H(P,, Ps; Ps,, P,). 
提示 : 和 以 前 一 样 ,在 Ps。 上 取 直 线 # 和 i, 在 Pl 上 取 直 线 PR 交 二 于 怒 , 交 1 于 R, 则 
PBit,=8,, PRoet= Ea, HBS.:np= Ps. 

(b) H(P,, Ps; Po, P-a) 和 和 H(P,, Ps; PL, Ps). 

(@) H(P:, Ps;s Ps, Pys) 和 和 H(Ps:, Pjs; Py, Pip). 
提示 :在 Pi 上 取 PiR。 和 了 PiS, 在 Pa 上 取 PsS。 交 PiR。 $ Ks, XK Pid. 于 AS。, 令 PK, 
PiSs= La= Bo; 则 Lak .p= Pys. 

(d) H(P,, Po; P,, P.,) (n=1, 2, 3). 
提示 ; 在 Ps。 上 取 # 和 i 在 Ps 上 取 了 PR 交 垃 于 妃 ， 交 ls 于 BR。, 则 PoR*t= Eo, [bo 
(PoB,*l,)] :p= EH-,. 

4.28 利用 图 全 5, 作出; (a)Ps; (pb) Pij5，Pavs， Pss, (©) Pys, Pa/,s, Pas. 

4.29 在 一 条 射影 直线 上 取 三 个 不 同 点 ， 依 次 记 为 P。。P1,，P。。， 作 出 并 标记 RCP。， 
Po, Py 中 的 阁 干 点 。 


第 五 蔓 射 ” 影 


8$5.1 基本 内 容 


1. 射影 和 巴 普 斯 构图 


在 第 一 章 中 , 我 们 说 在 不 同 直线 pi 类 ps 或 同一 直线 pi 一 ps 上 的 两 个 不 同 点 列 间 建立 了 
一 个 射影 pr 入 p,, 是 指 所 讨论 的 两 个 点 列 间 有 一 系列 透视 


P! Ps Ps Pa P， 
PAPa Aps A 天 Pm-1 只 pw 
联系 着 。 对 偶 地 , 我 们 说 在 不 同 点 Pi 也 或 同一 点 声 一 已 ,上 的 两 个 不 同 线束 间 建 立 了 一 
个 射影 , 是 指 所 讨论 的 两 个 线束 间 有 一 系列 透视 
D1 BB ps Dr-3 Pm-1 
PPRPsA-… 入 Po 入 Po 
联系 着 . 
根据 基本 定理 ， 当 一 个 束 中 的 三 个 元 素 和 它们 在 另 一 个 同样 形式 的 束 中 的 对 应 元 素 已 
给 定时 ,在 这 两 个 束 间 的 射影 就 完全 确定 了 .把 这 个 事实 和 习题 1.4 的 结果 结合 起 来 ,我们 
就 有 
定理 5.1 在 不 同 直 线 上 的 两 点 列 (不 同 点 上 的 两 直线 束 ) 间 的 一 个 射影 如 果 不 是 透 
视 , 则 总 能 表 成 恰好 两 个 透视 的 习 积 。 在 两 个 迭 置 的 不 同 列 间 的 一 个 射影 总 能 表 成 不 少 于 
两 个 且 不 多 于 三 个 透视 的 乘积 . : 
当 一 个 束 中 的 三 个 不 同 元 素 和 它们 在 另 一 个 束 中 的 对 应 元 素 给 定 后 ， 作 出 所 求 射影 的 
问题 实质 上 束 是 确定 两 个 束 中 的 第 四 组 对 应 元 素 。 严 格 说 起 来 就 是 
如 果 4, B, 0, D 是 一 条 直线 上 给 定 的 不 同 点 , 4'，B', 0', 是 另 一 条 直线 上 给 定 的 不 同 
点 ,或 者 4, B, 0, D, 4',B', 0' 是 不 同 直 线 上 给 定 的 不 同 点 ， 由 三 元 点 组 4, B, O 和 4 
B', 0 建立 起 来 的 射影 中 ,确定 点 D 的 对 应 点 D' 的 位 置 ， 解 类 这 个 问题 的 一 个 方法 是 ， 
(i) 用 最 短 的 一 系列 透视 建立 射影 (4, B, 0) 太 (4', B', 0). 
(过 ) 注意 这 系列 透视 对 D 所 得 出 的 结果 . 
现在 给 出 一 种 较 简便 的 方法 , 为 此 考虑 图 5-1 中 在 不 同 直线 上 的 成 射影 对 应 的 点 列 r(4 ,已 
0, D,…) 和 s(4', B', 0', D',…). 设 A44'=6, BA'=b, 04 一 o DA'=d, …; 4 有 一 天 
AO’'=c’,，AD'==d",，…; 因为 
A'(g, b, 6, gd *…)Ar(A, B, O, 万, :…) As(A’, B', O', D’,»、) 
RAla, b', 0', @’, .…), z 
我 们 有 A'(g, b,c, d, *…)AA(g, Do A’, »…). 


P 
但 这 是 一 个 透视 (为 什么 ?), 从 而 点 5.5', co， gd.0',… 都 在 4' 开 4 的 透视 轴 p 上 , 直线 p 
称 为 YAs 的 射影 轴 ， 因 为 2 包含 0 =B4''B'4 和 oo0'=040'4, 所 以 可 推出 wp 是 关于 


a 
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图 5-1 


三 元 点 组 4, B, 0O 和 和 4, B', 0' 的 巴 普 斯 线 ， 又 因为 关于 三 元 点 组 4, B, D 和 4,B', DD 
的 巴 普 斯 线 9 既 在 5.5 上 又 在 dd 上 ,所 以 gq=p.。 我 们 已 经 证 明了 ， 

定理 5.2 ”加 时 在 不 同 直 线 上 的 两 个 点 列 7(4, B, 0, D, …) 和 s(4', B’', 0', D',…) 
成 射影 对 应 ， 那 么 其 射影 轴 就 是 关于 一 个 列 中 的 任意 三 个 不 同 点 和 它们 在 另 一 个 列 中 的 对 
应 点 的 巴 普 斯 线 . 
它 的 对 偶 是 : 

定理 5.2” 如 果 在 不 同 点 上 的 两 个 线 东 (4, 8, 0, 4,…) 和 SC(a', 8', 0', 0…) 成 射影 
对 应 ， 那 么 其 射影 中 心 就 是 关于 一 个 束 中 的 任意 三 条 不 同 直 线 和 它们 在 另 一 个 束 中 的 对 应 
直线 的 巴 普 斯 点 . 

我 们 回 到 原来 的 问题 并 叙述 下 列 部 分 解答 . 

如 果 4, B, 0, DD 是 直线 + 上 的 不 同 点 ( 见 图 2), 4',，B', 0', 是 另 一 直线 8 上 的 不 同 
点 , 那么, 由 三 元 点 组 4, B, C 和 4,B', 0' 建立 起 来 的 非 透 视 的 射影 中 , 确定 上 也 的 对 
应 点 D' 位置 的 步骤 如 下 . 

(a) 作出 关于 这 两 个 三 元 点 组 的 巴 普 斯 线 . 

(b) 连接 DD 和 4 B', 0' 中 任 一 点 (比如 说 O) 并 把 连 线 与 的 交点 记 为 互 

(0) 连接 了 ”和 0, 并 把 连 线 与 8 的 交点 记 为 D'. z 

在 这 个 作 图 中 ,CO'D.0D' 在 D 上， 根据 定理 5.2, D 和 2D' 在 射影 (4, B, O) 大 (4 了， 
CO ) 中 是 对 应 点 . 

我 们 留 给 读者 去 证 明 , 当 射 影 + 入 s 在 实际 上 是 透视 时 , 此 作 图 也 成 立 。 关于 两 个 迭 置 
点 列 间 射 影 的 情况 ,见习 题 5.1. 
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2. 迭 置 束 间 的 射影 

在 全 等 射影 r+(4, B, 0, D,…) 入 r(4, B, 0, D,…) 中 ， 每 一 点 都 是 自 对 应 点 (二 重 
点 )。 因 为 一 个 射影 由 它 的 任意 三 个 元 素 以 及 对 应 元 素 唯 一 确定 , 我 们 有 

定理 5.3 如 果 两 个 迭 置 点 列 ( 线 束 ) 间 的 一 个 射影 有 三 个 二 重点 (二 重 直线 )， 风 这 个 
射影 就 是 恒 等 射影 , 即 每 一 点 (直线 ) 都 是 二 重点 (直线 ). 

由 此 推出 ,两 个 迭 置 束 间 的 一 个 射影 (不 是 恒 等 射影 ) 可 能 没有 二 重 元 烷 , 也 可 能 有 一 个 
或 两 个 二 重 元 素 ， 在 习题 1.16 中 给 出 了 只 有 一 个 二 重 元 素 和 有 两 个 不 同 二 重 元 素 的 射影 
的 例子 . 在 习题 5.2 中 还 将 给 出 一 个 有 两 个 二 重 元 素 的 射影 的 例子 ， 习 题 1.6 的 射影 中 没 
有 二 重 元 素 的 问题 . 但 我 们 暂时 还 不 能 证 明 这 一 点 ， 

在 习题 5.8 中 ,我 们 将 证 明 

定理 6.4 有 一 个 给 定 二 重 元 素 的 迭 置 束 间 的 每 一 个 非 恒 等 射影 , 能 够 表 为 两 个 透视 
的 乘积 . 

习题 5.3 还 提供 了 已 知 一 个 二 重 元 素 和 两 对 不 同 对 应 元 素 的 射影 的 作 图 法 ， 有 两 种 形 
式 上 不 同 的 作 图 法 ,然而 ,在 下 一 节 中 , 我 们 将 证 明 它 们 实质 上 是 想 同 的 . 

从 习题 5.8 还 可 以 得 出 

定理 5.5 ”如果 两 个 迭 置 束 间 的 非 恒 等 射影 有 一 个 二 重 元 素 ， 则 它 也 有 第 二 个 二 重 元 
素 . 然 而 , 这 两 个 二 重 元 素 可 能 重合 . 

当 迭 置 束 闻 的 非 恒 等 射影 没有 二 重 元 素 时 , 它 称 为 酉 圆 射影 ,只 有 一 个 二 重 元 素 即 两 个 
二 重 元 素 重 合 时 称 为 抛物 射影 , 有 了 两 个 不 同 的 二 重 元 素 时 称 为 双 曲 射影 . 

我 们 今后 将 规定 以 政 , 六 (由 表 示 有 二 重 元 素 的 射影 的 二 重点 (二 重 直 线 )， 由 基本 
定理 可 得 ; 

(1) 一 个 双 曲 射影 由 下 列 给 出 元 素 确定 ， 

人 它 的 两 个 二 重 元 素 和 任意 一 对 不 同 的 对 应 元 素 。 

(ii) 它 的 一 个 二 重 元 素 和 任意 两 对 不 同 的 对 应 元 素 。 

(iii) 任意 三 对 不 同 的 对 应 元 素 . 

(2) 一 个 抛物 射影 由 下 列 给 出 元 素 确定 

(i) 它 的 二 重 元 素 和 任意 一 对 不 同 的 对 应 元 素 . 

(这 ) 任意 三 对 不 同 的 对 应 元 素 . 

这 样 ,， (以 , ,4) 太 (下, N44') 是 双 曲 射影 因为 抛物 射影 是 有 重合 二 重 元 素 的 双 曲 
射影 ,所 以 , 具有 二 重点 型 的 抛物 射影 可 以 记 为 (M, MM, A) 天 (M, UM, 4》 

在 直线 o。 上 取 四 个 不 同 的 点 用 , ,肚子 ', 使 得 五 (M,N, 卫 , 对 ')， 由 习题 5.2 我 
们 知道 射影 (M, 和, 于) 大 (M,N, 卫 ) 是 有 二 重点 内 ， 入 的 双 曲 射影 . 从 第 四 章 的 讨论 我 
们 还 知道 ， 当 于 沿 两 个 方向 之 一 画 出 直线 o 时 ， 它 的 对 应 点 及 ' 就 沿 相反 方向 画 出 同一 直 
线 . 我 们 称 这 种 射影 是 反 向 的 . 

为 一 方面 , 在 图 5-6(o) 的 双 曲 射影 中 , 我 们 借助 于 习题 5.12 得 出 结论 ; 当 s 绕 0 点 沿 
人 同 这 一族 转 时， 它 的 对 应 直线 vz 也 沿 着 同一 方向 绕 0 旋转 ， 我 们 称 这 种 射影 是 同 向 


”用 加 作为 射影 直线 的 模型， 我 们 不 难 发 现 ,如果 动 点 也 彰 一 个 方向 画 出 这 条 直线 , 同时 
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它 的 对 应 点 王朝 相反 方向 画 出 这 条 直线 , 那么 , 射影 了 信芳 ' 总 有 两 个 不 同 的 二 重点 。 这 
样 ,还 考虑 到 存在 棋 圆 射影 , 我 们 有 

定理 5.6 每 一 个 反 向 射影 都 是 双 曲 的 , 每 一 个 椭 辕 或 抛物 射影 都 是 同 向 的 (参看 习题 
5.4). 


3， 双 曲 射影 和 抛物 射影 


细 察 图 5-5(a) 我 们 看 到 . 

(a) 由 完全 四 点 形 RS41Bi 在 直线 o 上 确定 的 点 用 , 术 ，4，,，4'，B，B', 构成 一 个 四 点 
形 点 集 Q@(M, 4, B, N, 5B', 4'). 

(b) 完全 四 点 形 RS41B1 保证 了 存在 双 曲 射影 (M, NN, 4, B) 太 (M, 入,，4', B')( 证 
明 见 习题 5.3 解答 1)。 反 过 来 ， 这 个 射影 也 确定 了 一 个 产生 这 四 点 形 点 集 的 四 点 形 .， 我 
们 有 

定理 5.7 如 果 有 及, 入 ,4, 4', B, B' 是 六 个 不 同 的 共 线 点 。 则 由 (M,N, 4, B) 太 
(MUM, N, 4', B') 可 推出 QR( 以 , 4,，B, NB 4).、 反之 亦 然 . 

在 习题 5.3 的 解答 1 中, 六 点 的 位 置 由 一 个 完全 四 点 形 的 作 图 完全 确定 。 这 个 完全 四 
点 形 有 一 组 对 边 分 别 在 4 和 B' 上 , 另 一 组 对 边 分 别 在 4 和.B 上 , 第 五 条 边 在 履 上 . 如果 
在 图 5-5(c) 中 互 换 标 号 玉 和 玉 和 4 S 和 .Bi, 2 和 9， 则 得 到 图 5-6(c) 的 对 偶 。 由 
此 推出 习题 5.8 的 两 个 解答 实质 上 是 一 样 的 . 

在 习题 5.5 中 ,我 们 将 证 明 

定理 5.8 有 相同 二 重点 天 的 两 个 抛物 射影 的 乘积 ， 要 来 是 一 个 恒 等 射 影 ， 要 末 是 以 
4 为 二 重点 的 另 一 个 抛物 射影 . 
在 习题 5.6 中 ,我 们 将 证 明 
定理 5.9 互 (M, 4', 4，4") 的 充 要 条 件 是 射影 (NE,，4，4') 玉 (MM，4'， 4A") 为 抛物 射 


影 . 
4. 四 点 形 点 集 
在 习题 5.7 中 , 我 们 将 证 明 下 述 定理 三 部 分 中 的 第 一 部 分 ， 
定理 5.10 六 个 不 同 的 共 线 点 互 , 二 2， 互 , 了 儿 成 一 个 四 点 形 点 集 Q( 瑟 , 了 2 
G/) 的 充 要 条 件 是 ; 
(X,Y, 2, Z)A(R', YF', 2Z', ¥) (D) 
或 (X,Y, 2Z,Y')A(X', Y'’, 2', ?) (2) 
或 (X,Y, 2, 2Z)A(X', Y', 2', 2). (3) 


在 下 一 章 中 我 们 将 证 明 , 由 在 一 条 直线 上 的 四 点 形 点 集 Q(, 了 , 2, 对 ', 了 2) 可 推 
出 在 这 条 直线 上 的 两 个 选 置 列 间 的 特殊 射影 ( 瑟 ,， 王 ， 了 ,了 2 2) 大 ( 互 ， X,Y',， 了 了 ， 
2Z',2Z)。 换 名 话说 , 由 定理 5.10 的 (1)，(2)，(3) 中 的 任意 一 个 可 推出 其 它 两 个 . 


$5.2 问题 及 其 解 
5.1 已 知 直线 o 上 七 个 不 同 的 点 4, B, 0, D，Ah', B', C” 作 出品 在 射影 (4, B, 0) 
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大 (4',，B', 0') 中 的 对 应 成， 
解 ， 参 看 图 5 -8， 从 不 在 o 上 的 任意 一 点 也 把 4, B', O' 分别 投影 到 任 一 直线 8 上 的 
点 4",B", 0", 5 不 在 了 4',，B'", 0O' 中 的 任意 一 点 上 ， 作出 关于 三 元 点 组 4 B,O 和 
A", B", O "的 巴 普 斯 线 D。 令 D4 一下，4 和 .8 一 刀 ， 那 么 六 是 也 在 射影 (4, B, 0) 


大 (4",，B", om) 中 的 对 应 点 ， 令 也 Do 一 D,， 由 o(4, B', 0', D's (A",B", 0", D") 
大 oC4, B, 0, DD) 可 知 D' 就 是 所 求 的 对 应 点 . 


图 5-3 


5.2 证 明 .一 条 直线 上 的 点 和 它们 关于 这 直线 上 两 个 不 同 固定 点 的 调和 共 轿 点 间 的 对 
应 是 以 这 两 个 固定 点 为 二 重点 的 射影 . 

证 明 ， 参 看 图 5F4。 设 o 是 所 给 直线 ，4 和 B 是 o 上 的 固定 点 ,21 是 co 上田 一 点 ， 在 
4 上 任 取 两 条 不 同 直线 + 天 0, so 在 2 上任 取 一 条 不 同 于 o 的 直线 , 它 交 r 于 Pi, 交 8 于 
RR. 令 BPi's=S1, BR.r=t'r 一 Q, 那么 Si19.o 一 全 就 是 24 关于 4 和 吕 的 调和 共 印 点 ( 诚 
然 , 这 是 通常 的 作 图 , 在 这 里 重复 是 为 了 对 完全 四 点 形 的 顶点 和 边 引进 更 适用 的 符号 )， 在 
0 上 另 取 一 点 Z4, 和 上 面 一 样 , 用 在 4 上 的 直线 +,s 和 在 上 的 直线 重复 以 上 作 图 ， 设 
ZR'r=P,, BPgs=S,, 和 SQ0=Z, 从 


0(A, B, Zi) 天 rh Q, Pi) Ks( A RS) Xo(A, B, 1) 推 出 ， 
(4, B, Z,) (4A, B, Z,). 
这 表明 4 和 加 是 二 重点 
5.3 证 明 ， 两 个 选 置 点 列 闻 有 一 个 给 定 二 重 元 素 的 非 恒 等 射 影 中 表 为 两 个 选 视 的 箭 
积 
证 明 ， 考 虑 射影 _ 


$5.3 问题 及 其 解 1 59 


o(M, 4, B, …) Ao(M, 4， B, …), 
其 中 列 是 一 个 二 重点 ,而 4，43 B，B’ 是 不 同 的 对 应 点 对 ， 且 同一 点 对 中 的 点 互 不 相同 .对 
于 点 列 o( 肝 ,4,，B,…) 的 男 一 其 它 点 五 ,我 们 将 在 只 用 到 两 个 透视 的 射影 中 作出 它 的 对 应 
反 码 。 


BR 
假定 图 已 经 作出 ,用 忆 和 8 记 所 用 到 的 两 个 透视 中 心 ,使 得 (人 ，4,， 甩 天 (MA ， 41, B1) 


Ss 
(CM, 4', BB) 或 (M， 4 B) 穴 (Mi， hi，Bi) 天 (MY，4，B'), 那么 ,或 者 (1) 履 ，R，8 共 线 
而 履 ，4s，Bi 不 共 线 ,或 者 (2) 陡 ，41，Bi 共 线 而 贱 ，R, 8 不 共 线 ,或 者 (3) 人 ,RBR,S 和 于 
41， Bi 都 共 线 ， 我 们 将 发 现 (1) 和 (2) 都 保证 存在 不 同 于 对 的 第 二 个 二 重点 邓 , 而 当下 是 
唯一 的 二 重点 时 (3) 才 成 立 . 

情况 (1) 的 解答 ， 

参看 图 5 -5(o)， 在 上 任 取 一 直线 gx o, 在 9g 上 取 两 个 不 同 点 用 和 5 类 用 ， 从 
RO 如 , 4, BB 投影 , 从 BS 同人 玉 , 4 ，B' 投影 ， 记 41=RBRA.SA4A’, Bi= RB.SB', A1Bi=7. 
对 于 oo 上 任 一 其 它 点 防 , 设 及 ,p= 全 1, Rio 一 三 再 设 00 一 六 29 一 也, 那么 ,由 


ol(M, N, A, B, TX) pT, N, A1, Bs, RoCM, N, A', B', 及") 
和 o(M, N, 4 B, X)ARo(M, N, 4', B', £'), : 
推 知 多 是 所 求 的 瑟 的 对 应 点 而 太 头 M 是 第 二 个 二 重点 . 
对 于 pp 也 在 凡 .上 的 情况 , 即 (3) 成 立 的 情况 , 见 图 了 5C66)。 
情况 (2) 之 对 偶 的 解答 . 
为 了 换个 类 型 ,我 们 处 理 两 个 迭 置 线束 ， 考 虚 图 入 6(@) 中 的 射影 
O(m, a, b, …) 和 OO( @’, b', »), 
这 里 m 是 二 重 直线 ,而 a, o'; 86, b' 是 不 同 的 对 应 直线 对 , 且 辣 一 对 中 的 直线 互 不 相同 . 设 。 
是 直线 束 0(m, gm, 5b, …) 的 另 一 直线 . 
在 m 上 任 取 一 点 P#0, 在 PP 上 任 取 两 条 不 同 的 直线 a 六 m, 了 天 Wm%, 设 aemy= A, aa 
=A’, bbi=B, bb1=B;, AB=7r, A'B'=s, r.s=Q, OQ0=n, PO=t; wr = 于, RP =%, 
zi.8 一 下 '，O 区 一 才刚 有 


La 8 
Olm, %, @, b, o) RPm, t, au by, m1) ROCm, n, ol b', w) 
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图 5-5(68) 


且 Olm, 90，0 b, %) AOm, mo 5 oo) 
于 是 ,w 是 所 求 的 zx 的 对 应 线 而 ?” 关 mm 是 第 二 条 二 重 直 线 . 

对 于 昌 也 在 mm 上, 即 (3) 成 立 的 情况 , 见 图 5-6(5) . 

5.4 证 明 ， 如 果 用 , NN，4，4'，B，B' 是 不 同 的 共 线 点 ,满足 五 (MY, ,4，4) 和 五 
《 夺 , NH，B,B'), 则 点 对 4，4' 不 分 跑 点 对 B, B'. 

证 明 . 从 习题 5.2 我 们 得 到 4, 4 和 B, B' 是 反 向 双 曲 射影 (M,N, 4, B) 入 (MM, WN, 
4,B') 中 的 对 应 点 对 。 因 为 4，4' 和 BB' 是 调和 分 隔 用 ,的 点 对 , 所 以 这 个 射影 也 可 
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图 5-6(b) 


以 定义 为 (4, B, 4A) 天 (4', 好，4， 

假设 点 对 4 和 4 分隔 点 对 了 ，B' 使 得 这 些 点 在 直线 上 的 分 布 如 图 5-7 所 示 ， 那 么 ， 
4B4’ 和 4'B'4 有 相同 的 方向 ,从 而 射影 (4, B, 4) 天 (4, BB 
4) 是 同 向 的 , 得 出 矛盾 ， 所 以 , 4, 4!' 不 分 隔 BB 

5.5 证 明 ， 有 相同 二 重点 Mr 的 两 个 抛物 射影 的 乘积 或 者 
是 恒 等 射 影 或 者 是 以 ML 为 二 重点 的 另 一 个 抛物 射影 

证 明 ， 考 虑 (M, M, 4) 玉 (M， 必 ，4') 和 (MM，M，4) 下 
(M,， M，4") 的 乘积 .显然 M 是 这 个 乘积 的 二 重点 ， 假 设 B* 
MM 是 第 二 个 二 重点 。 由 于 第 一 个 射影 不 能 把 了 3 变 成 B, 它 必须 图 5-7 
具有 形式 (M, M, B) 玉 (CM, M, B'), 其 中 B#*B， 又 第 二 个 射影 必须 把 B' 变 成 B, 即 必须 
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具有 形式 (到 ,到 ,已 ) 信 (对 到 及 但 这 对 乘积 是 恒 等 射影 。 因此 ， 除 非 两 个 给 定 的 抛 
物 射影 都 是 便 等 射影 , 否则 它 也 是 以 为 二 重点 的 抛物 射影 

5.6 证 明 : 射影 到，4，40) 大 (CaM， 4，4") 为 抛物 射影 的 充 要 条 件 是 H(M, 4 4， 
A'"). 

证 明 ， 考 虑 图 5 8 的 抛物 射影 (以 ，4，4') 玉 (M，4，4")。 根据 作 图 ,完全 四 点 形 
D'D"RS 有 一 组 对 边 在 到 上 ， 另 一 组 对 边 在 4 上 , 第 三 组 对 边 一 条 在 4 上 , 另 一 条 在 4 
上 , 所以, 刁 (M, 4，4, 4 )， 反 过 来 ,如果 这 个 四 点 形 的 对 边 组 象 图 中 那样 不 确定 点 4， 


4, 4, 4 ,那么 ,(M， 4， A)RM, D, D")RM, 4，4)， 而 且 (M，4，4) 入 (4， 
4, 4 ), 因 为 射影 轴 在 到 上 , 所 以 这 个 射影 是 抛物 的 ， 


x | 
图 5-8 
5.7 证 明 ， 由 Q( 邓 , 了, 8, 了 ',，Y', ZH) 可 推出 (了 ,YY, 2, 瑟 ) 大 ( 琶 了 2 不)， 
有 反 过 来 ,由 (了 ,了 ,2Z, 王 ) 天 (和 站， 二 ，G， 袜 ) 可 推出 @( 了 ,2 XX',，Y', 2 ). 
证 明 ， 设 由 完全 四 点 形 PQRS 在 o 上 
所 确定 的 四 点 形 点 集 如 图 5-9 所 示 ， 令 PQ， 
RS 二 T, 那么 


R 
(二 ， 了 ， Z, 革 ') 大 (了 TZ, 上 上， Q, 了 蔗 ') 


天 (到 人 Y'’, ¥") 
(X,Y, 2Z, 科大 (下 ZY XY). 
根据 定理 2.10 有 

(ZX, Z', Y', )A(T', Y', ZF', 下 ), 
所 以 (及 ,了 ,2, 疏 ) 入 (下 了 素 )。， 


反 过 来 , 假定 
图 5-9 (X,Y, 2, XA(R', Y', 2', X), 
量 Q( 玉 ,了 ,2; 耻 '，Y'，2")， 那么 , 如 上 所 述 , (六 ,了 ,2, 人) 入 (X',Y', 2Z"', 了) 
从 而 (X,Y’, 2’, KR)ACR', YF’, 2", 7). 


但 这 个 射影 有 三 个 二 重点 , 所 以 是 恒 等 射 影 ,于 是 2 一 2" 
即 Q(X， Y, 2 pa VY 2"), 


ri wpe ph a em 
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35.3 补充 题 


5.8 在 图 52 中 , 设 p:7=R, p's=8 rs 一 也是 ?上 一 点 , 7:s=Q' 是 s 上 一 点 ， 作 
出 上 述 每 一 点 的 对 应 点 . 


5.9 在 透视 7(4, B, 0, …) RA B',0',…) 中 , 在 7 上 另 取 一 点 DD, 利用 三 元 点 
组 4, 8B, 0O 和 4,B', 0 的 巴 普 斯 线 作 出 也 的 对 应 点 D， 现 在 的 图 与 图 52 的 本 质 区 别 
是 什么 ? 

5.10 在 习题 5.1 的 图 5-3 中 : (a) 设 G=2.0, 确定 它 的 对 应 点 G/'. (b) 设 os=O 是 o 上 
一 点 , 确定 它 的 对 应 点 0 . 

5.11 叙述 并 证 明 习 题 5.1 的 对 偶 . 

5.13 在 图 56(a) 中 在 r+ 上 取 一 点 0, 在 SS 上 取 一 点 D', 两 点 都 取 在 @ 的 左边 ， 作 出 
0 一 O00 的 对 应 直线 o 和 0 一 0D' 的 对 应 直线 d. 

5.138 利用 56(5) 和 习题 5.12 一 样 作出 图 形 . 

5. 妈 已 知 一 条 直线 上 的 不 同 点 到, 4,，4',，B， 作 出 B 在 射影 (M, N, 4) 玉 (M,N, 
4) 中 的 对 应 点 . 

5.5 已 知 一 条 直线 上 四 个 不 同 的 点 开 ，4，4， 歼 作 出 瑟 在 射影 (到 ，M， 4) 天 (MN， 
M，4) 中 的 对 应 点 . 

5.16 证 明 . 如 果 (M, 入 ,4, B) 玉 (有,，N, 4A',，B'), 那么 

(M,N, A, A)A(M, N, B, B'). 

5.17 证 明 : 如果，4, B, 4', B' 是 任意 五 个 不 同 的 共 线 点 , 那么 由 (MM, MM， 4, B) 
入 (M, 人 ,A',B') 可 推出 QR@( 必 , 4 了 2， 了，4) 反之 亦 然 . : 

5.18 如 果 4, 4', 4，4 4 4A™， .44 和 是 由 不 同 的 共 线 点 一 4, 4' 
所 确定 的 调和 列 , 证明; 

H(M, A™ A"D mi) 

5.19 已 知 Q(4, DB, 0, D, 加 , 思 ) 和 直线 。 上 的 另外 两 个 不 同 的 点 好 ,从 , 设 4',，B' 

0O', D', BE', F' 分别 是 4,，B, 0, D, 加 ,FP 关于 及 ,NW 的 调和 共 红 点 ,证 明 
Q(4', B', 0', D', E', F'). 


1. 定 义 


考虑 非 便 等 射影 

(i) O(g, 56, 0, 4,…) 入 0(e', 0 0', 9,…).， 我们 想象 在 O 上 的 每 一 条 直线 都 有 两 
个 标号 一 一 一 个 给 定 的 标号 (比如 说 a) 和 一 个 别 号 (比如 说 中 或 者 不 带 撤 的 符号 (比如 说 
0) 和 带 撤 的 符 导 (比如 说 w ), 这 个 射影 成 对 地 给 出 了 标号 和 别 号 的 对 应 元 素 ; 但 是 , 在 一 般 
情况 下 ,给 定 标号 c 的 直线 和 它 的 对 应 直线 (有 别 号 w% 的 直线 ) 的 对 应 直线 是 不 同 的 直线 . 

现在 假定 (i) 仅 用 定好 玉 家 下， 比如 说 

(Y?) 0O(g, 38, 0 有 …) 天 0(o mm 9 w …), 然后 , 依次 把 右边 的 每 一 元 素 用 它 在 这 个 
册 晴 中 的 对 应 元 过 生 人 二 再 用 给 定 标号 表示 出 来 作为 第 二 次 应 用 这 个 射影 的 第 办， 我 们 
有 , 比如 说 

(i") O(6, 8 6, 0) 大 0(o m’, 9 ac *…)=0(g, 7, 0 0, *…). 
一 般 来 说 , 如 果 继 续 这 个 步 又 , (了 ) 的 右 端 可 能 永远 不 会 再 出 现 . 

在 习题 .6 中 , 我 们 建立 了 一 个 特殊 的 射影 ， 在 这 个 射影 中 ，c 的 对 应 元 素 是 4 =25, 5 
的 对 应 元 素 是 2 = 一 wx。 而且 ,在 习题 3.23 中 还 发 现 这 个 事实 对 每 一 对 对 应 直线 都 成 立 ， 在 
这 样 的 一 个 射影 中 , 元素 对 4 和 a 称 为 双重 对 应 (用 互 送 对 应 更 合适 ), 这 种 射影 称 为 对 合 ， 
这 样 , 一 个 对 合 是 在 点 上 的 直线 (在 直线 上 的 点 ) 间 的 一 个 射影 , 它 使 得 对 应 元 素 s 和 (六 
和 闷 ) 互 逆 . 

我 们 把 42) 的 右 端 和 左 端 看 作 不 同 的 系统 ， 并 分 别 记 为 S1 和 Ss， 辣 时 把 它们 元 素 间 的 
这 个 一 一 对 应 记 为 5, 那么 (可 以 表示 为 z(521) 一 Sa，( 信 ) 可 以 表示 为 Y(z(Sa)) 一 rz(8a) 一 
Ss, 这 时 Ss 代表 0(g, 7,% 5,…)。 当 且 仅 当 zz(B51))=w2(5) = 时 , 对 应 7 是 对 合 ， 
更 一 般 地 说 ， 在 一 点 上 的 直线 (一 直线 上 的 点 ) 则 的 非 恒 等 一 一 对 应 * 是 一 个 对 合 的 充 要 条 
件 是 是 恒 等 对 应 . 

在 习题 6.1 中 , 我 们 将 证 明 

定理 6.1 在 某 一 点 上 的 直线 间 的 射影 中 , 如 果 直 线 c 和 它 的 对 应 直线 w%a 成 互 道 对 
应 , 水 么 任意 直线 z 和 它 的 对 应 直线 也 成 互 逆 对 应 . 

作为 一 个 推论 , 我 们 有 : 

定理 6.2 一 个 对 合 由 它 的 任意 两 对 互 道 元 素 所 人 确定 。( 其 图 见习 题 6.2). 

对 合 的 互 逆 元 紊 对 有 时 也 称 为 共 轿 对 ， 我们 保留 这 个 术语 以 备 后 面 使 用 .现在 仍 继续 
称 作 王 逆 对 ， 

在 习题 6.3 中 ,我 们 将 证 明 
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定理 6.3 完全 四 点 形 的 三 组 对 边 被 不 在 其 顶点 上 的 任 一 条 直线 。 所 截 ; 得 到 在 上 
的 点 之 间 的 某 一 个 对 合 的 三 对 互 着 对 . 如 果 直 线 o 又 不 在 这 四 点 形 的 对 边 点 上 , 那么 每 一 
对 互 送 对 都 由 不 同 的 点 组 成 . 

它 的 对 偶 是 

定理 6.3'′ 完全 四 线形 的 三 组 对 顶点 与 不 在 其 边 上 的 一 点 0 相连 ,得 到 在 0 上 的 直线 
之 间 的 某 一 个 对 合 的 三 对 互 逆 对 。 如 果 点 0 又 不 在 这 四 线形 的 对 角 线 上 , 那么 每 一 对 互 北 
对 都 由 不 同 的 直线 组 成 。 
这 两 个 定 再 提供 了 由 两 对 不 同 的 互 闻 元 素 确定 的 对 合 的 又 一 作 图 法 . 
因为 定理 6.3 的 六 个 点 构成 一 四 点 形 点 集 ， 所 以 我 们 证 明了 第 五 章 最 后 一 节 末 尾 的 命 
定理 6.4 如 果 直 线 o 交 三 角形 PQS 的 边 PQ, P8, SQ 于 点 4, B', D'; 4', B', DD, 
连同 o 上 另外 三 点 4，B，DD 一 起 成 为 在 o 上 的 点 之 间 的 某 个 对 合 的 三 对 互 着 对 , 则 直线 
4S,，BQ,， DP 共 点 . 

这 个 定理 是 显然 的 , 因为 这 六 个 点 构成 一 四 点 形 点 集 Q(4, B,D; 4'，B',D'), 在 习题 
6.4 中 给 出 了 一 个 独立 的 证 明 . : 

2. 二 重 元 宵 

在 直线 。 上 取 三 个 不 同 点 履 ， 和 , 王 , 并 作出 及 关 于 用 和 访 的 调和 共 孝 点 及 '。 如 果 
记 ,，W 保持 固定 而 有 描 出 这 条 直线 ， 则 所 得 的 射影 耳 天 卫 ' 是 以 政 ，T 为 二 重点 的 一 个 对 
合 . 这 个 对 合 自 然 称 为 双 曲 对 合 . 因为 对 合 由 它 的 二 重点 唯一 确定 ， 同 时 由 (M， 克 ,， 工 ， 
XX') 入 (M, 入 '， 于 ) 可 推出 瑟 (M, 7; 卫 ， 也 ')， 我 们 就 证 明了 : 

定理 6.5 每 一 个 双 曲 对 合 都 只 是 关于 二 重点 的 调和 共 狐 点 对 间 的 一 个 对 应 ， 

由 此 推出 

定理 6.6 每 一 个 双 曲 对 合 都 是 反 向 的 . 

在 习题 6.5 中 , 我 们 将 证 明 

定理 6.7 如 果 一 个 对 合 有 一 个 二 重 元 素 , 则 它 也 有 第 二 个 二 重 元 素 , 它 满足 ; (a) 与 第 
一 个 二 重 元 来 不 同 ;《b) 是 第 一 个 二 重 元 素 关于 任意 互 逆 认 的 调和 其 狗 . 

作为 一 个 直接 推论 ,我 们 有 

定理 6.8 不 存在 抛物 对 合 ， 

根据 定理 6.6, 双 曲 对 合 不 存在 互相 分 隔 的 两 对 互 进 对 . 这 样 , 由 两 对 互相 分 隔 的 互 逆 
对 4, 4 和 B,，B' 确定 的 对 合 ( 例 子 见 习题 1. 是 是 椭圆 对 合 ， 因为 对 合 是 一 种 特殊 的 射影 ， 
这 就 肯定 了 椭圆 射影 的 存在 .我们 还 有 

定理 6.9 ”每 一 个 同 向 对 合 都 是 梢 圆 对 合 。 


3. 对 合 对 


考虑 在 一 条 直线 上 的 点 间 的 两 个 对 合 I1 和 Is, 我 们 的 目的 是 探讨 这 些 对 合 有 一 个 公共 
的 互 逆 对 4，4 的 可 能 性 . 

首先 , 假定 这 些 对 合 是 双 曲 的: 1 以 到 1，Ni 为 二 重点 ，Z 以 用 s,， Ns 为 二 重点 ， 用 I 
表示 以 Mi，Na 和 性 ,入 为 互 逆 对 的 对 合 , 如 果 I 是 双 曲 的 , 则 存在 点 Ma，NWas(7s 的 二 重 
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点 ) 使 得 五 (大 8，Ns; Wi，Ni) 和 万 (Ma Na M3, Ns)，、 因 此 ,及 9，Ns 一 M4 既是 的 互 闭 
对 ,又 是 7a 的 互 道 对 . 然而, 如果 Is 是 椭圆 的 , 则 Ma，ANs 都 不 存在 .于 是 则 有 

定理 6.10 一 条 直线 上 的 点 之 间 的 两 个 双 曲 对 合 有 公共 互 逆 对 4，4 的 充 要 条 件 是 
它们 的 二 重点 不 互相 分 隔 . 

其 次 ,假定 了 是 椭圆 的 , Is 是 双 曲 的 , 以 ws 一 T1412 表示 工 和 Is 顺 次 作用 后 所 得 直线 的 
点 间 的 射影 , 例如 , 设 有 把 点 互 变 到 于 ,1 把 瑟 ' 变 到 碟 , 则 有 了 Ta7s 把 马 变 到 五 .如 果 
Ti 和 7a 有 公共 互 道 对 4， 4 ， 则 若 工 交换 4, 4， 而 Is 又 把 它们 恢复 到 原来 的 顺序 。 这 
样 , 4，4 就 是 射影 ma 的 二 重点 。 于 是 ,问题 就 归结 为 确定 me 是 否 是 双 有 曲 的 .因为 7a 是 同 
向 的 , Zs 是 反 向 的 ; 显然 ws 是 反 向 的 . 从 而 ws 的 二 重点 是 公共 互 逆 对 。 我们 就 有 

定理 6.11 在 一 灯 直 线 上 的 点 间 的 两 个 对 合 如 果 一 个 胰 炳 图 的 ， 男 一 个 是 双 曲 的 ， 则 
它们 总 有 一 公共 互 着 对 ， 

最 后 ,假定 I1 和 1, 都 是 椭圆 的 , 设 工 的 互 着 对 4, 4 被 7 变 到 4 ，4 ,不妨 假设 这 
竺 已 在 豆 线 上 的 分 布 情况 如 F: 


图 6-1 


当 动 点 下 在 44 上 从 4 移动 到 和 4 时 它 它 在 射影 zs 二 卫 13 下 的 对 应 点 在 4"4 上 大 
同一 方向 移动 ， 即 从 4" 到 4". 又 因为 44 包含 在 4 4 中 ， 所 以 天 和 三 必须 重合 于 
4 人 上 的 某 一 点 ,这 一 点 作为 ma 的 二 重点 也 是 1 和 zs 的 公共 互 逆 对 的 一 个 点 。 于 是 有 

定理 6.12 在 一 条 直线 上 的 点 间 的 两 个 椭 加 对 合 总 有 公共 互 逆 对 . 

在 习题 6.6 中 ,我 们 将 证 明 

定理 6.13 如 果 对 合 

Li. (4, A', B, BYACB', B, 4', A) 
和 Ls. (4, A', B, B)A(A', A, B', B) 
有 公共 互 北 对 隆 , NN, 则 有 =Xi*Ts 是 以 及 ,WV 为 二 重点 的 一 个 对 合 。 


$6.2 问题 及 其 解 


6.1 证 明 :, 在 一 点 上 的 直线 间 的 射影 中 ， 如 果 直 线 a 和 它 的 对 应 直线 a! 成 互 逆 对 应 ， 
则 任意 直线 w 也 和 它 的 对 应 直线 wz' 成 互 逆 对 应 . 

证 明 ， 给 定 在 点 O 上 的 直线 间 的 射影 g 天 w， 其 中 wa' 是 互 道 对 应 。 于是; (4a, ,2) 
入 (a', &, w')。 即 我 们 要 证 明 (&, oo vw’) 入 (a', &, vw', 2). 

如 图 6-2, 任 取 一 条 不 在 O 上 的 直线 ,并 在 a 上任 取 一 个 不 同 于 O 及 a.r 的 点 4, 在 


4 上 作 直 线 a1, wi, 9, 使 得 (41, zi wi) (0 », w’). 
设 gw. 一 4 ww=V, AV = 则 , 
了 Ed 21 
(ga, @, 2 0) 天 (0 V1, VAY, a 人) 六 (GO 2 2), 


因此 有 (a, 9 %, 2) (a, 2 2 ，2) 


SS 


8$6.2 问题 及 其 解 四 67 


XX 


OO 


图 人 2 

6.2 在 一 直线 上 的 点 对 合 中 , 已 知 两 对 互 道 点 对 , 试 作出 这 个 对 合 ， 

解 ， 设 图 6-3 中 直线 。 上 的 两 对 互 逆 点 对 是 4, 涉 和 忆 好 ,9O 为 上 另 一 点 ,我 们 来 
作出 0 在 对 合 中 的 对 应 点 O'。 任 取 不 在 。 上 前 一 点 玉 在 4 上任 取 一 条 异 于 。 且 不 在 五 
上 的 直线 @, 在 a 上 确定 四 点 4，B;，B1, O31, 使 得 : / 

(41， B,, Bi, OV RA 已 B', 0). 
设 BB.AR=V, BO A'R=-W, BW:o=0, 则 0 即 为 所 求 的 点 , 这 是 因为 (4， A4',B, 


五 B’ Bi 
B', O)R(A, 4s, Bs, Bi, OKRA’, di, V, BR, W)RCA', A, B', B, OO), 
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6.3 证 明 , 完全 四 点 形 三 对 对 边 被 一 条 不 过 其 顶点 的 直线 o。 所 截 , 得 到 直线 。 上 的 点 
间 的 一 个 对 合 中 的 三 对 互 逆 对 ， 
证明， 利用 图 6-4, 我 们 有 
(4, 机关 (4 A', P, QRCA, 4 D, B), 
所 以 C4, 4', B', D) KCA, 4 D, B). 
根据 定理 2.10 
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图 。6-4 


(4A, A’', D, B)A(4', 4A, B, D), 
所 以 (A, A’, B', D')A(4’', 4, B, D). 
因为 4,， 4 是 互 雍 对 ， 根据 定 避 6. 1 的 对 侦 ， 这 个 射影 是 以 五 , BP 和 D,D 为 互 逆 对 的 一 个 


对 合 . 
6.4- 证明. 吉 果 直线 与 三 角形 PQS 三 边 PQ, PS,， 8Q@ 交 于 点 和 4， B,, D, 它们 和 4 
上 的 另外 三 点 4, BB， 也 是 bo 上 一 个 对 合 中 的 三 对 互 逆 对 , 则 直线 48， BQ, DP 共 点 . 
证 明 ， 在 图 6-4 中 , 设 4S.BQ=R, 且 RP.0= D,, 根据 定理 6.8 有 
(4, A', B’, DAL, - A, B, Ds). 
及 六 4 B', D)A(A', 4, B, D)， 
于 是 ,根据 基本 定理 , D1=D, 且 DP 在 R 上 . / / 
6.5 证 明 : 如 果 一 个 对 合 有 一 个 二 重 元 素 , 那么 它 也 有 第 二 个 二 重 元 素 , 满足 , (a) 与 第 
一 个 二 重 元 素 不 同 ; (b) 是 第 一 个 二 - 重 元 素 关 于 任 一 互 着 对 的 调和 共 贺 . 
证 明 ， 考 虑 一 条 直线 的 点 之 间 的 一 个 对 合 . 图 6-5 中 直线 o。 上 的 对 合 由 二 重点 了 对 和 
任 一 互 逆 对 B,，B' 确定 .在 M 上 取 两 条 不 同 的 直线 7 和 s, 它们 都 异 于 0; 在 7 上 任 取 一 点 
P#M, 设 BP.s=Q, BP.s=8, BS.B'Q=R, PR.S~K, PR.o=N. 


Bh 


86.3 补充 题 69 


(a) 那么 , (M,N, 8B, BY), kK, ®, 9) 守 CM, N, B', B) 

表明 去 MM 为 第 二 个 二 重点 . 

() 在 。 上 任 取 一 不 同 于 有 L, NB,，B' 的 点 O、 设 OP.s= 了 ,BRZ.o=O'( 此 处 作 图 留 给 读 

者 ). 根据 作法 , 点 对 0O，O 调和 分 隔 性 , 太 , 由 定理 和 .4 点 对 六， 和 又 调和 分 隔 0， 0/ 蜡 

然 0, 0' 是 本 题 中 的 对 合 的 任 一 互 逆 对 . ( 注 ; (b) 的 图 形 在 习题 6.16 中 有 用 . )  “ 
6.6. 证 明 ;- 落 对 合 Zi: (4, 4 B, B') 太 (B’, B, A', A) 和 Is. (4, 4', B, B)ACA’, 

4, ,BB) 有 共同 的 互 逆 对 用 /NW, 则 了 一 "I 是 一 个 以 政 ， 太 为 二 重点 的 对 合 ， 
证 明 ， 因 为 五 将 4 变 成 B, I 将 B 变 成 B， 所 以 I 将 4 变 为 B， 同 理 可 知 7, (4， 

A', B, B') 天 (B,B'，4， 4') 是 一 个 对 合 ， 因 为 To I 都 把 及, 入 互 换 ， 所 以 I 将 用 变 为 

M,N 变 为 入 , 即 及, W 为 了 的 二 重点 . 


36.3 补 充 是 
6.7 证 明 ， 阁 双 曲 射影 中 有 一 对 对 应 元 素 关 于 二 重 扩 调和 共 罗 ， 则 此 射影 为 对 


合 ，。 : 
6.8 已 知 : (a) 二 重 直 线 m, %,(P) 二 重 直 线 m 和 互 逆 线 对 gc cc ， 求 作 一 点 上 的 直线 
间 的 对 合 . 

6.9 证 明 ， 者 直线 上 的 两 对 点 不 互相 分 隔 ， 则 存在 唯一 一 对 点 调和 分 隔 上 述 每 一 对 
点 . 

6.10 证 明 ; 若 五 (4 B;D, Dp”), HBH(B, Di 4, 4'), H(D, 4; B, B'), 则 Q@(4', B’, 
D'; A, B, D). 
提示 :考虑 图 4-8 中 的 四 边 形 08BFG. 

6.11 证 明 ; 六 个 共 线 点 4, 4 B, B'; D, D' 是 一 个 对 合 中 的 三 对 互 逆 对 的 充 要 条 件 
是 ; (4, B, D, 4') 大 (4', B', D', 4) 或 (4, B, D, B')A(A', B', D', B) 或 (4, B, D, D’) 
A(CA’, B', D', D). 

6.12 已 知 图 6-6 的 三 角形 ， 设 a ,8,0 是 分 别 过 顶点 
4，B, 0O 的 三 条 不 同 直 线 , p 是 不 同 于 %, 56, oa ,5 ,0 的 任 一 
直线 又 设 4:p=4, b:p=B', c:p=0; wp=4", b'"p=B", 
op 一 0"。 证 有 明 ，w, b', o 共 点 的 充 要 条 件 是 (4'，B'，0O’; 
A", B', 0"). 
提示 : 先 假 定 a ,5,0 共 点 于 P， 这 时 ， 考 察 完 全 四 点 形 图 6-6 
ABOP; 再 假定 a,，2', 0 不 共 点 ,这 时 令 8%0'=P, AP=a", "p= A”. 

6.13 氢 述 并 证 明 习 题 6.12 的 对 货 . 

6.14 证 明 : 符 2 是 射影 9 4，Di O03, Di,…) 入 8(A49，Bs，0a，D2,…) 的 已 普 斯 线 ， 


Hs(As, Bs, 0», Ds, .CAs Bs，08，Ds,，…)， 证 明 : 7(4i, Bi, O01, Di, …) 太 7 (4s, 
Bs，0Os, Ds,…) 是 一 个 对 合 的 充 要 条 件 是 卫 在 p 上 ,叙述 并 证 明 它 的 对 偶 . 

6.15 证 明 ; 直线 上 点 之 间 ( 点 上 直线 之 闻 ) 的 任何 射影 都 可 表 为 两 个 对 合 的 乘积 . 
提示 ， 设 射影 将 4 变 为 4， 将 4 变 为 4 ， 定 义 1 (4 4, 4) 天 (4 4 4) 利 六 = 
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6.16 证 明 ， 若 卫 (WM， N, B, 8B') 和 和 H(M,N; 0, o 则 有 M， WW 是 对 合 ( 甩 O， 呈 ， 
0') 和 (0O, B, 0',B') 的 互 北 对 . : 
提示 ; 见习 题 6.5 的 注 , 

6.17 已 知 直线 o 上 一 个 对 合 (4，4， 已 天 (如 4, 人 ) 写 册 定理 6.8 所 指出 
的 o 上 任 一 点 C 的 对 应 点 C 的 作法 。 (b) 设 DD 为 o 上 又 一 局 的 上 浊 步 要 非 出 它 的 对 应 
感 ; 也 可 利用 习题 6. ? 中 的 图 来 作 , ， 
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$31.1 基本 内 容 

1. 引 言 

平面 射影 几何 只 涉及 那些 在 一 个 或 多 个 中 心 射影 和 截 影 下 保持 不 变 的 平面 图 形 的 性 
质 ， 到 目前 为 止 , 在 粗略 地 了 解 历 史 发 展 过 程 的 同时 , 我们 的 陈述 只 着 眼 于 欧 氏 几何 中 除去 
所 有 与 度量 有 关 的 定理 后 所 剩 下 的 那些 内 容 。 要 握 弃 度量 概念 方法 之 一 是 为 射影 几何 建立 
一 个 基础 ,也 就 是 说 ,建立 一 个 与 欧 氏 几何 任何 概念 完全 无 关 的 公理 系统 ， 我 们 现在 打算 用 
总 共 十 一 条 公理 来 达到 这 个 目的 . 

构造 射影 几何 的 公理 系统 相对 来 说 是 一 个 新 的 发 展 ， 对 于 这 样 一 个 系统 , 要求 其 中 的 
公理 是 简单 的 和 独立 的 、 即 没有 一 条 公理 可 由 其 它 公 理 推出 ， 最 要 紧 的 是 这 些 公理 必须 相 
容 , 也 就 是 说 , 它们 既 不 能 互相 抵触 , 也 不 能 推出 相互 矛盾 的 定理 .我们 可 以 从 第 一 章 中 的 
那些 有 用 的 系统 中 的 某 一 个 开始 ,然而 ,看 来 较 好 的 方法 是 我 们 首先 得 到 一 些 希 望 证 明 的 以 
及 必须 假定 的 概念 (因为 并 非 每 一 个 事物 都 能 证 明 ). 

很 明显 , 在 平面 射影 几何 中 , 我 们 需要 两 种 对 象 一 一 它们 分 别称 为 点 和 直线 一 一 和 一 个 
“在 上 ”关系 ， 它 使 得 每 两 个 不 同 点 在 且 只 在 一 条 直线 上 ， 以 及 每 两 条 直线 在 且 只 在 一 个 点 
上 , 我们 还 必须 假定 或 能 够 证 明 笛 沙 格 双 三 角形 定理 、 巴 普 斯 定理 及 其 特殊 情况 , 完全 四 点 
形 的 对 边 点 的 不 共 线性 以 及 基本 定理 (定理 28)， 


2. 最 初 的 公理 


我 们 从 两 个 非 空 集 (分 别称 为 点 集 和 直线 集 ) 和 “在 上 ”关系 着 手 , 它们 适合 : 

公理 如 果 和 4 和 B 是 不 同 的 点 , 则 至 少 有 一 条 直线 在 这 两 点 上 . 

公理 2 如 果 44 和 B 是 不 同 的 点 , 则 至 多 有 一 条 直线 在 这 两 点 上 . 

公理 3 如 果 wp 和 4g 是 两 条 不 同 的 直线 , 则 至 少 有 一 点 在 这 两 条 直线 上 . 

公理 和 在 任 一 直线 上 至 少 有 三 个 不 同 点 . 

公理 56 不 是 所 有 的 点 都 在 同一 直线 上 . 
注意 到 这 里 并 没有 试图 给 称 为 点 和 直线 的 “事物 "下 定义 , 也 没有 对 “在 上 ”关系 下 定义 。 由 
于 这 些 集 合 非 空 ,我 们 知道 至 少 存在 一 个 点 和 一 条 直线 . 除 此 之 外 , 我 们 仅 有 的 其 它 知识 都 
是 由 这 些 公理 和 由 这 些 公理 推出 的 “事物 ”( 定 理 ) 给 出 . 


3. 对偶 原则 


在 习题 了 .1I~7.8 中 , 我们 将 证 明 ， 
定理 7.1 如 果 p 和 9 是 不 同 的 直线 , 开 么 至 多 有 一 个 点 在 这 两 条 直线 上 ， 
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定理 7.2 不 是 所 有 的 直线 都 在 同一 点 上 . 

定理 了 3.3 在 任 一 点 上 至 少 有 三 条 不 同 的 直线 . 

现在 我 们 有 了 八 个 事实 ,给 它们 适当 配对 一 一 公理 工 和 3, 公理 2 和 定理 了 .二 公 型 么 和 

.3， 它们 的 对 偶 ， 这 样 到 现在 为 止 , 在 
我 们 的 几何 中 对 偶 原 则 是 成 立 的 : 当 我 们 继续 讨论 时 必须 注意 保持 这 个 性 质 . 


4 在 一 条 直线 上 的 点 的 个 数 


根据 公理 4 和 定理 7.3， 在 每 一 条 直线 上 至 少 有 三 个 点 ， 在 每 一 个 点 上 至 少 有 三 条 直 
线 , 会 不 会 出 现 某 一 条 直线 上 的 点 比 另 一 条 直线 上 的 点 多 , 从 而 某 一 点 上 的 直线 比 另 一 点 上 
的 直线 多 的 情况 呢 ? 下 述 定 理 (证 明 见 习题 7.4~7. 功 排除 了 这 祥 一 种 混乱 状况 

定理 4. 条 如 果 在 某 一 条 直线 呈 上 恰好 有 (az>3) 个 不 同 点 ; 风 在 等 一 条 丰 名 上 他 
有 mw 个 不 同 点 .， 

定理 7.5 如 果 在 任 一 直线 上 恰好 有 个 不 同 点 ， 则 总 共有 Wnti 个 不同 点， 

这 些 定理 的 对 偶 是 ， 

定理 7. 和 如果 在 某 一 点 史上 恰好 有 n(n>8) 条 不 同 直线 ， 那么 在 每 一 点 上 者 从 好 有 
% 条 不 同 直 线 . 

定理 7.5 如 果 在 任 一 尽 上 都 恰好 有 "条 不 同 直 线 , 那么 并 人 有 WW nt1 条 个 网 
直线 ， 

这 些 当然 是 根据 对 偶 原则 推出 的 . 然而 ， 到 们 建议 该 者 对 每 一 个 都 给 出 一 个 的 证 
明 ， 


.公理 的 相 容 性 


现在 了 解 一 下 是 否 存 在 我 们 这 个 系统 的 模型 也 许 是 应 该 的 ， 为 了 建造 一 个 模型， 我 们 
取 两 个 具体 对 象 的 非 空 集 , 规定 一 个 集中 的 元 素 为 点 , 另 一 个 集中 的 元 素 为 直线 , 并 且 这 样 
规定 在 上 关系 使 得 我 们 的 公理 在 所 提出 的 模 
型 中 成 为 可 证 明 的 命题 (定理 ). 

例 ?.1 考虑 图 7-{ 中 由 七 个 小 珠 Bi B。， 
2 …2Br， 三 个 一 串 ， 组 成 的 七 条 线 WW1; W， 
六 s。，…， 丈 * 所 构成 的 装饰 品 ， 规 定 小 珠 为 点 ， 
线 为 直线 , 设 B 在 克 ;上 (同样 地 , 邢 ; 在 B; 上 ) 
代表 小 珠 B; 被 串 到 线 玉 ; 上 ， 剩 下 的 工作 是 
验证 所 有 的 公理 或 者 否定 其 中 至 少 一 条 . 

网 中 公理 1 和 2 的 验证 两 个 不 同 点 的 选 法 共 

有 O07 = 21 种 -一 Bi， Bs; B:, B;:; “3 ,; By, B;; Bs, Bs; Bs,, Bs; “" Bs, Ai “* -Bs, Dr. 首先 ， 我 
们 检验 Br 和 Bs 是 否 在 某 条 直线 上 ， 它们 在 直线 机 ,上 ， 然后 , 我 们 检验 Bj, Bs 是 否 不 在 
其 它 的 直线 上 : 它们 不 在 ， 以 这 种 方式 继续 对 每 一 对 这 样 的 点 进行 检验 ， 最 后 我 们 可 以 下 结 
论说 , 如果 忆 和 了 是 不 同 的 点 ,那么 它们 至 少 在 也 至 多 在 -一 条 直线 上 . 

公理 和 的 验证 ”七 条 直线 上 的 每 一 条 上 都 丛 好 : 日 二 个 总 ， 因此 在 每 一 条 上 至 少 有 三 个 
点 ， 分布 如 下 ; 
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， W: B,, Bs, Bs. Ws. B, Bs, Bs. W,. Bi, B,, B:. W,. 了 >， B,, Br. 

Ws.'Be, Bs, Bs. Wse. Bs, Bs, Be. Wi1: Bas, Be, Br, 

公理 8 的 验证 ”检验 每 一 对 直线 (有 21 对) 至 少 有 一 个 公共 点 . : 

公理 日 的 验证 这 一 条 很 容易 验证 , 因为 共有 七 个 点 , 而 在 任 一 条 直线 上 仅 有 三 个 点 ， 

这 样 , 就 构造 出 了 我 们 系统 的 一 个 模型 . 

模型 存在 的 重要 性 在 于 这 样 一 个 事实 , 如 果 公 理 不 相 容 ， 那么 个 可 能 有 模型 存在 ， 我 们 
现在 可 以 下 争论 说 , 公理 1~6 构成 一 个 相 容 系统 。 : 

类 似 地 能 够 证 明 , 如 果 规 定 线 为 点 , 小 珠 为 直线 ， 同时 “在 上 ”的 定义 同 前 . 此 装饰 品 仍 
然 是 公理 系统 的 模型 .你 预料 过 这 种 情况 吗 ? 

当 任 一 直线 上 恰好 有 三 个 点 时 , 总共 就 怡 好 有 3 一 3 十 1 一 7 个 点 (定理 7.5). 7 个 点 的 
几何 称 为 了 点 几何 . 

例 ?.2 使 用 一 个 恰好 由 两 个 元 素 一 一 0 和 1 一 一 所 构成 的 数 系 , 其 加 法 表 和 乘法 表 如 
下 : 


十 10 1 0 1 


0 
1 
考虑 所 有 的 三 元 数组 (zi，za, zs) 的 集合 ,这 里 每 一 个 4% 不 是 0 就 是 工 它 天 有 人 个 三 7 娄 
组 ， 但 是 我 们 将 发 现 三 元 数组 (0， 0， 0) 是 没有 用 的 ， 剩 下 
的 七 个 三 元 数组 (把 它们 规定 为 点 ) 是 : 
A=(0, 0,1) .B=(0, 1, 0) 
0O=(1, 0,0) D=(0,1,1) 
B=(1, 0,1) F=(1,1,0) 
G= (1, 1, 1) 
把 所 有 形 如 40401 十 Gada 十 da0s 一 0 
的 方程 取 为 直线 , 这 里 mw 取 值 0 或 1， 和 了 
二 0ws 一 0, 它们 是 
@:. wi=0,0. w=0,c vs=0,d. wi va—0, 
6:，21 十 Zas 一 0，j 帮 za 十 zs 一 0，9: 0 十 za 十 ao 一 0. 
最 后 , 当 且 仅 当 某 个 三 元 数组 满足 某 个 方程 时 ， 我 们 说 这 个 三 元 数组 所 代表 的 点 在 这 个 方程 
所 代表 的 直线 上 (这 条 直线 在 这 个 点 上 ). 为 了 验证 这 些 公 理 , 我 们 确定 每 一 条 直线 上 的 点 
如 下 ( 记 住 这 里 有 1+1=0). : 
a;: A,B,D, b. A,0,E, c. B,0,F, d. 4,F,G, 
e:B, E,G, f. 0,D,G, yg D,B,F, 
公理 1 和 2 的 验证 检验 每 一 对 点 4，B; 4, 0;…; 了 F, G 在 且 只 在 一 条 直线 上 ， 
公理 8 的 验证 检验 每 两 条 直线 有 一 个 公共 点 . | 
”公理 4 和 5 的 验证 显然 . | z 
”作为 一 个 图 解 , 见 图 7-2, 这 里 除去 线 g 以 外 ,每 条 线 都 取 作 直线 ， 
这 两 个 例子 中 的 模型 有 许多 不 同 点 , 在 一 个 模型 中 有 一 个 小 珠 集 和 一 个 线 集 , 在 另 一 个 
模型 中 有 一 个 三 元 数组 集 和 一 个 线性 方程 集 ， 图 7-1 和 图 7-2 在 外 形 和 美感 等 方面 也 有 不 
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同 。 然 而, 把 例 7.1 中 7 点 几何 的 每 一 点 和 每 一 条 线 与 例 7.2 的 点 和 线 适 当 联 系 起 来 以 后 ， 
我 们 下 面 将 证 明 从 一 个 系统 得 出 的 命题 也 能 适用 于 另 一 个 系统 ， 因 而 我 们 说 这 两 个 几何 是 
同 构 的 ， 也 就 是 说 , 它们 的 差别 (不 管 这 些 差别 是 什么 ) 在 几何 上 是 无 关 紧要 的 ， 
让 我 们 把 
Bi 与 4 Bs 与 HB BsSs0 BSD BSG Be 与 刀 BSF 
以 及 1 与 5 wa 与 4 Wa 与 0 Ws 与 9 Ws 与 ] we 与 6 wi 与 C 
联系 起 来 ,在 图 7-1 中 , 我 们 发 现 , 例如 线 wx 与 wr 以 Bs 为 公共 点 ,同时 在 图 7-2 中 它们 的 
对 应 元 素 5 和 < 以 Bs 的 对 应 点 O 为 公共 点 ， 如 同 第 一 章 中 那样 定义 透视 和 射影 之 后 ， 在 
图 7 于 中 我 们 也 有 : 


(i) ws(B1, Bs, Br) 也 A Wal Bs, Be, B,) BB: A Wel Bi, Br, B), 
从 而 (Bi, Bs, Br) 入 人 也， 也 5). 
把 乌 中 的 每 一 点 和 每 一 条 线 都 换 成 它们 的 对 应 元 素 , 我 们 有 ， 

(i’) a(A. G. 有 去 - a(h, B, D)- 二 a(A, F, G), 
从 而 (A, G, F) 入 (4A, F, G). 


图 7-2 中 的 (Y) 留 给 读者 去 证 明 . 这 两 种 7 点 几何 显然 是 同 构 的 . 通常 我 们 说 , 只 有 一 种 
点 几何 它 的 意思 是 ,任何 两 种 7 点 几何 都 是 同 构 的 ， 

在 习题 7.6 中 ， 我 们 将 给 出 在 每 一 条 直线 上 从 好 有 四 个 点 的 18 点 几何 的 模型 看 一 
看 , 使 我 们 就 会 发 现 , 在 那里 和 例 7.2 中 里 采取 的 步骤 能 够 推广 , 从 而 为 在 任 一 直线 上 恰好 
有 mn 个 点 (n 为 任意 自然 数 ) 的 几何 提供 一 种 模型 ， 在 构造 数组 时 所 用 到 的 有 限 集 {0, 1} 和 
{0, 1, 2} 在 加 法 和 乘法 方面 与 有 理 数 集 和 实数 集 有 某 些 共同 的 性 质 ， 在 代数 定理 中 证 明 
了 ， 自 然 数 除 以 m 后 的 剩余 集合 {0, 1，2, 3,…, m 一 1} 有 这 些 性 质 ( 即 构成 域 ) 的 充 要 条 
件 是 mm 是 素数 。 这 里 重要 的 一 个 性 质 是 ， 如果 -8 =- 0,， 那么 6 一 0 或 5=0 或 4=5 一 0， 当 
mw~4 时 ,剩余 集 {0, 1，2, 3} 没有 这 种 性 质 , 因为 当 6=2 关 0 和 8 一 2 关 0 时 ,我 们 有 4.8= 
0， 可 以 证 明 , 习题 7.6 能 推广 到 为 在 一 条 直线 上 恰 有 "个 点 的 几何 提供 模型 的 充 要 条 件 是 
n 一 1 是 素数 . 

在 习题 7.10 中 ,我 们 将 给 出 在 每 一 直线 上 都 有 无 穷 多 个 点 的 一 个 几何 模型 ， 到 目前 为 
目 , 我 们 的 公理 系统 对 于 在 任 一 直线 上 都 有 有 限 个 点 或 无 穷 多 个 点 的 情况 都 是 相 容 的 ， 


6. 补充 的 公理 


我 们 这 一 章 的 目的 是 建立 一 套 公理 , 使 得 前 面 各 章 的 定理 都 能 由 此 推出 。 考虑 到 第 一 

章 中 定义 的 射影 直线 ,我们 发现 , 直线 上 的 点 必须 与 全 体 实数 再 添上 oo 成 一 一 对 应 . 
从 前 面 各 章 可 以 推出 平面 射影 几何 的 关键 性 的 定理 当然 是 一 一 正如 其 名 称 所 了 暗示 
的 一 一 基本 定理 .例如 ,我 们 已 经 看 到 由 基本 定理 推出 巴 普 斯 定理 , 由 巴 普 斯 定理 推出 笛 沙 
ee 角形 定理 ,由 笛 沙 格 定理 又 推出 巴 普 斯 定理 的 特殊 情况 . 不 把 基本 定理 作为 公理 是 
它 很 难 叙 述 成 简单 的 形式 ， 这 些 定理 中 最 简洁 的 是 笛 沙 格 双 三 角形 定理 ， 蕊 于 这 个 再 

和 我 们 肖 加 

公理 6 如 果 两 个 三 角形 通过 一 点 成 透视 对 应 , 则 它们 也 通过 一 条 宣 线 成 透视 对 应 (其 


8$7.1 基本 内 容 75 
对 侦 的 证 明 见 习题 7.1)， 我 们 还 需要 
公理 ? 完全 四 点 形 的 对 边 点 恒 不 共 线 . 
在 7 点 几何 中 我 们 发 现任 一 完全 四 点 形 的 对 边 点 是 共 线 的 ， 于 是 公理 7 排除 了 对 这 种 
几何 作 进 一 步 研究 .然而 公理 6 和 7 在 18 点 和 3 点 几何 中 都 是 可 证 明 的 定理 . 
公理 7 使 得 我 们 可 以 在 直线 上 引进 调和 集 和 调和 网 ， 命 RC(4, B, 0) 是 直线 2 上 的 调 
和 网 ,p' 是 平面 的 另 一 条 直线 , 且 2.2 一 0， 设 书 关 0 是 p 上 一 点 , 书 关 0 是 2 上 一 点 ; 命 尽 是 


PP' 上 不 同 于 P 和 忆 的 一 点 . 现在 可 以 由 透视 p(4, B, 0) - 忆 of(4，B'，07) 确定 2/ 上 的 


点 4，B'，O'.， ;因此 这 个 透视 把 p 上 的 任 一 调和 集 变 成 p 上 的 调和 集 ， 所 以 它 把 p 上 的 调 
和 网 RC(A, B, 0) 变 到 p 上 的 调和 网 RC(4', B', 0')， 这 样 , 在 平面 的 一 条 直线 上 存在 调和 
网 就 保证 了 在 这 平面 的 每 一 条 直线 上 存在 调和 网 . 

当 直 线 上 的 点 的 个 数 有 限时 ， 这 条 直线 上 调和 网 的 元 素 的 个 数 也 是 有 限 的 ， 因 而 由 
吾 (S, 2 了, 玉 ) 不 能 推出 点 对 8 下 被 点 对 口 ,六 所 分 隔 ( 分 隔 的 定义 见 第 四 章 )， 在 习题 
17.17(b) 和 17.20(a) 中 将 对 18 点 和 831 点 几何 证 明 这 种 情况 ， 关 于 分隔” 连同 它 的 衍生 
物 一 起 在 我 们 想 要 建立 的 几何 中 所 起 的 一 个 重要 作用 .因此 , 我们 通过 三 个 公理 来 引进 这 
种 关系 . 

公理 8 如 果 互 (4， B, 万 万 ) ,那么 点 对 4, B 和 媚 ， 万 互相 分 隔 

公理 9 如 果 点 对 4, B 和 D, 如 互相 分 隔 , 那么 ,4, B, D, 召 是 不 同 点 ， 

公理 如” 如果 点 对 4, B 和 D, 召 互相 分 隔 ， 点 对 4, 恕 :和 B, 如 互相 分 隔 ,， 那么 点 
对 4, B 和 D,， 及, 互相 分 隔 ， 

这 些 公理 ， 排除 了 对 在 一 条 直线 上 只 有 有 限 个 点 的 几何 作 进 一 步 研究 , 定理 7.6 将 表明 
这 一 点 。 

定理 7.6 在 满足 公理 1~10 的 任何 射影 几何 中 ， 任 -直线 上 都 有 无 穷 多 个 点 (证 明 见 
习题 7.12). 

在 定理 7.6 的 证 明 中 所 得 到 的 一 点 的 无 穷 性 质 严格 地 说 是 调和 网 的 性 质 网 中 元 素 加 
第 四 章 ) 可 与 全 体 有 理 数 集 的 元 素 成 一 一 对 应 。 当 (根据 假定 ) 这 个 调和 网 的 点 构成 这 条 直 
线 上 的 全 体 点 时 ， 我 们 就 有 了 所 谓 的 平西 有 理 射影 几何 ， 在 这 种 几何 中 , 在 一 条 直线 上 保 
持 了 任意 三 个 不 同 点 固定 不 变 的 射影 也 就 保持 了 其 中 任何 一 点 关于 其 它 两 点 的 调和 共 亏 不 
变 , 因此 , 也 就 保持 了 R(4，B, 0) 的 每 一 点 不 变 , 即 这 条 直线 上 的 每 一 点 不 变 , 我 们 把 这 个 
事实 陈述 为 : 

引 理 ” 如 果 -一 个 射影 使 得 有 理 射影 平面 的 -- -条 直线 的 三 个 不 同 点 都 不 变 ， 则 它 使 得 这 
条 直线 的 每 一 点 都 不 变 . / 

在 习题 7.18 中 ,我 们 将 证 明 

基本 定理 ”在 有 理 射影 平面 中 给 定 三 个 不 同 的 共 线 点 4, B, O 和 另外 三 个 不 同 的 共 线 
点 4'，B', 0' (这 两 组 点 可 在 同一 直线 上 或 不 同 直线 上 )， 则 存在 唯一 一 个 射影 把 三 元 点 组 
4A，B, 0 分 别 变 到 三 元 点 组 4', B', 0”. 

在 代数 中 , 有理数 集 能 通过 对 单位 数 1 进行 有 理 运算 而 得 到 , 有理数 集 能 通过 一 种 构造 
法 ( 戴 德 金 分 割 ) 或 假定 存在 无 限 不 循环 小 数 而 扩大 为 实数 集 ， 这 些 无 限 不 循环 小 数 和 有 理 
数 一 样 遵循 相同 的 运算 法 则 .直线 上 的 有 理 点 集 我 们 已 给 从 这 直线 上 的 一 个 三 元 点 组 出 发 
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通过 调和 集 得 到 ， 这 个 有 再 皮 集 还 可 以 通过 一 种 构造 法 或 通过 下 列 公理 折 广 为 直线 上 的 全 
体 实数 集 . 

公理 11 存在 一 条 射影 直线 ， 它 上 面 的 全 体 点 与 扩大 了 的 实数 系 成 一 一 对 应 且 有 一 
个 分 隔 点 系 ，4,.8 分 隔 0,，D 的 充 要 条 件 是 《4，B，0; D) <0 使 得 公理 1~10 都 满 
足 . / i! 


87.2 问题 及 其 解 


7.1 证 明 : 如 果 p 和 Y 是 不 同 的 直线 ,那么 至 多 有 一 点 在 这 两 条 直线 上 .。 

证 明 ， 根 据 公理 8， 至 少 有 一 点 同时 在 p 和 9 上 ， 不 妨 设 是 BR， 假 定 还 有 第 二 个 点 
5*R 同时 在 2 和 9 上， 那么 在 不 同 的 点 R 和 5S 上 有 两 条 不 同 的 直线 ， 这 与 公理 2 艺 

7.2 证 明 ， 并 不 是 所 有 的 直线 都 在 同一 点 上 . 

证 明 ， 设 Pp 是 一 点 , 9 是 一 条 直线 .如果 p 不 在 9 上 ,命题 已 经 得 证 .现在 假设 p 在 4 
上 , 设 Q*¥p 是 9 上 的 另 一 点 (公理 分 ;有 R 是 不 在 9 上 的 一 点 (公理 辐 , 则 天 @( 为 什么 ?) 所 
以 ,根据 公理 1, 存在 一 条 直线 2 一 QR, 茎 在 8 上 又 在 上 ,因为 pg=Q, Px*Q, 所 以 p 不 在 
P 上 (定理 7.1). 

7.3 证明 ， 在 任 一 点 上 至 少 有 三 条 不 同 直线 . 

证 明 : 设 了 是 一 点 . 2 是 不 在 卫 上 的 一 条 直线 (定理 7.2), 在 2 上 取 三 个 不 同 的 点 4， 
B, 0( 公 理 4)， 因 为 了 不 在 上, 所 以 P#*4， BY， P+#0, 有 =PA, b=PB, ce=PO 
是 了 上 的 三 条 直线 . 

考虑 直线 c 和 和 8， 因为 4a:p=4, b.p=B, B# A, 于 是 BB 不 在 a 上， 4 个 在 6 上 ， 所 以 
azD, 重 复 以 上 讨论 ,最 后 可 以 得 到 a 关 85 关 c，c 关 di. 

7.4 证 明 . 如 果 在 某 一 条 直线 上 恰好 有 nbn 之 8) 个 不 同 点 , 则 在 每 一 条 直线 上 都 恰 有 
nm 个 不 同 点 ， 

证 明 ， 用 p 记 其 上 恰 有 wn 个 不 同 点 44，4s，4a, …，4 的 直线 ,在 其 中 任 二 点 上 (比如 
说 4s) 取 两 条 不 同 直线 g 和 +， 这 里 p 关 g, Pp 天 7( 定 理 7.8)， 在 ?上 另 取 一 点 B 尖 4s( 公 理 
4) ,考虑 联结 B 和 点 41，4a，4s, …，4， 的 条 直线 . 和 习题 3 中 的 证 明 一 样 , 这 条 直线 
互 不 相同 且 每 一 条 都 不 同 于 p 和 9. 这 样 9 截 这 n 条 直线 于 % 个 不 同 点 , 其 中 一 点 是 g*p= 
4;, 从 而 在 9 上 至 少 有 % 个 点 .假设 在 9 上 有 % 十 1 个 点 ,读者 可 以 证 明 p 上 至 省 有 nti 个 
点 , 与 题 设 矛 盾 , 因此 在 9 上 恰 有 %w 个 点 . 

?7.5 证明， 如 果 在 任 一 直线 上 恰好 有 个 不 同 点 , 则 总 共有 ?2 一 n 十 1 个 不 同 点 ， 

证 明 ， 设 p 是 一 条 直线 . PP 是 不 在 p 上 的 一 点 (公理 七 ,在 厂 上 上 有 wm 个 不 同 点 (假设 )， 
它们 和 卫 确定 n 条 不 同 直 线 ( 见 习题 7.4 的 证 明 ). 在 这 条 直线 上 有 "个 不 同 的 点 (定理 
7.4), 其 中 一 点 是 P, 这 样 除去 卫 有 n(n 一 了 D 个 不 同 点 ,包括 卫 总 共有 n(n 1)+1=n?—n 
十 1 个 不 同 点 . 

7.6 为 在 任 一 直线 上 有 四 个 点 的 几何 建立 一 个 模型 (如 果 可 能 的 话 ). 

解 ， 根据 定理 7.5 总 共有 名 一 4+1=18 个 点 . ;我 们 将 象 例 2 那样 使 用 集合 {0, 1,，2} 
以 及 如 法 表 和 乘法 表 ， 


57.2 问题 及 其 解 了 7 


+10 12 1012. 
01012 0|000 
1|1 32 0 1|012 
2|201 21021 


注 ， 集 合 {0, 1, 2} 的 元 素 是 由 亡 然 数 被 3 除 所 得 的 余数 组 成 . 这 样 ， 自 然 被 分 成 了 三 组 : 
(1)3, 6, 9 … 各 由 0 代表 ，(2)1, 4, 7, … 各 由 工 代 表 , (3)2，5，8，… 各 由 2 代表 , 这 些 数 
运算 的 结果 仍 用 它们 的 代表 元 素 表 出 .例如 ,2 十 2=2.2=4 中 的 4 用 二 来 代替 , 1+2=2 十 
1 一 8 中 的 3 用 0 来 代替 . 

三 元 数组 (zz, wa，%s) 天 (0, 0, 0) 的 个 数 是 3 一 1 一 26. 因为 三 元 数组 的 个 数 是 点 的 二 
倍 ， 我 们 约定 三 元 数组 (a, 5, o) 和 (24, 25, 2c) 代表 同一 个 点 。 现在 所 需 的 点 可 以 给 出 如 
下 : 


A=(0,0,1) EF=(l,1,0) J=(1, 2, 0) 
B= (0, 1, 0) GG=(1, 1, 1) K=(2, 2, 1) 
0O= (1, 0, 0) H= (0, 1,2) L=(2, 1, 2) 
D= (0, 1, 1) I=(1, 0, 2) 有 一 (十 2, 2). 
E=(1, 0, 1) : 


(注意 (2, 1, 1)= (2.2, 2.1, 2.1) = (1, 2, 2) = MY, 
(2, 0, 1) = (1, 0, 2) = 了 等 等 .) 
这 些 点 四 个 一 组 位 于 下 列 直线 上 . 


01 一 0 A, B,D, H. / bi 十 Za 一 0: A, J,L, NM. 
Za 一 0: A, 0, 8B,I. 2 十 08 一 0: B,I, K, MM. 
vs=0.; B,O, 了 了 JJ 23 十 235 一 0: O, H,K,L. 
wi 十 2wa =0. A, 1,G, EK. 2 十 Za 十 Za 一 0: G, H,I,J. 
m1 + 2%8 = 0. B, 2, G, LL. 01 十 27a 十 ZXs 一 0: D, F,1,L. 
25 十 2x3s 一 0 CO D, 4, M. 21 十 Za 十 273 一 0: D, E, J, Kk. 


22z4 十 Za 十 Zs 一 0: 五 , 下, H,M. 
读者 可 以 试 着 画 一 个 图 形 。 我 们 在 这 里 没有 画 出 是 因为 它 对 研究 18 点 儿 何 没有 明显 的 帮 

?.? 证 明 ， 当 任意 取 定 一 个 顺序 时 ，18 点 几何 中 任 -- 直 线 上 的 四 个 点 都 成 一 调和 
证 明 ， 考 虑 共 线 点 也， 召 ，G, 了 工 ， 我 们 首先 证 明 : 五 (了 召 , GQ, 蕊 在 GQ 上 的 直线 wl 十 
wa 十 va 一 0 与 8B 上 的 直线 4 一 0 和 ws 一 0 分 别 交 于 点 瑟 和 VW， 直线 召 及 交 ws 一 0 于 了 了 , 直 
线 召 7 交 zs 一 0 于 DD， 直 线 了 D 在 上 ,所 以 五 (B, , G, 芽 )， 根据 作 图 ， 我 们 还 有 
H(B, B, L, GQ), H(BE, B, G, DW 和 HB, B, L, 9). 

直线 281 十 wa 十 V8 一 0, 交 1 一 0 于 耳 , 交 wa 一 0 于 了 了， 直线 G 交 w=0 于 J, 直 线 GF 
交 wi 一 0 于 4. 因为 直线 4v 在 LL 上， 我 人 有 全 (8 G, B, L), 还 可 得 到 访 (9， B, B,D), 
H(B, G, L, FE), H(G, B, L, B). 

且 上 的 直线 zi 十 ze 十 2za 一 0 六 m4 一 0 于 D, 交 18 一 0 于 VY. 直线 LD 交 ws 一 0 于 地 ,， 直 
线 荆 J 交 m=0 于 4， 因 为 4 了 在 9 上 ,我 们 有 (8B, L, 如, G9), 还 有 -H(L, B, EB, G)， 
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五 (了 L, 9G, 8B), H(L, B, G, BE). 

剩 下 的 情况 ， 卫 (G, B, B, L), H(G, 卫 了 3 如 ) 和 卫 (B, LB, 9) 留 给 读者 讨论 . 

7.8 作为 31 点 几何 (在 任 一 直线 上 有 6 个 点 ) 的 一 个 模型 ,我 们 取 三 元 数组 (Ca wava) 
大 (0, 0, 0) 作 为 点 , 这 里 每 一 个 v 都 取 自 然 数 被 5 整除 所 得 的 余数 集 {0, 1, 2, 3, 分 ， 取 
形 如 wm1 十 wawa 十 sz 一 0 的 方程 作为 直线 ， 人 a; 取 自 同一 余数 集 (只 是 oi=ewa 一 as 
一 0 除外 ), 我 们 还 约定 (Jo jza, jzs) (了 = 了 2， 3, 和 代表 同一 点 ， 沪 ca 十 gavza 十 gaoa) 一 0 
代表 同一 直线 . / 

(a) 证 明 (1, 2, 8) 和 (4, 8, 2) 是 同一 点 

证 明 : 这 里 (1 2，3) =(4:1,.4.2, 4.3) = (4, 8, 1 若 把 它 的 每 一 值 代 之 以 被 5 所 除 
得 的 余数 , 就 成 为 (4 3, 2). 

(b) 证 明 (2, 4, 3) 和 (83, 1, 2) 是 同一 点 . 

证 明 ， 考虑 这 些 三 元 数组 中 的 第 一 个 数 2 和 8, 2 必须 用 某 个 了 去 乘 使 得 乘积 2) 除 以 
5 所 得 的 余数 是 3， 取 j=4 我 们 有 (4.2, 4.4, 4.3) 或 (3, 1, 2). 

(6) 求 出 在 五 =(1, 2, 8) 和 I=(8, 0, 2) 上 的 直线 . 

解 。 设 xizi 十 aaza 十 caaa 一 0 是 所 求 直线 . 因为 五 在 这 直线 上 ， 我 们 有 (1) m1 十 24s 十 
3cas=0， 又 因为 工 在 这 直线 上 ,我们 有 (2) 3ci 十 3wa= 0, 这 个 方程 组 的 解 可 由 观察 得 到 显 
然 员 =1 和 a 一 1 满足 (2), 代 入 (DD, 我 们 有 2as-+4=0,， 从 而 m2 一 3, 所 求 直线 是 v1 十 3wa 十 
2s=0. | 

(d) 求 出 在 二 点 J 了 =(2, 3, 2) 和 =(1， 1， 3) 上 的 直线 . 

解 ， 我 们 要 解 方程 组 ， 2 十 8 十 26s=0 和 xi 十 aa 十 3cs=0， 把 这 两 个 方程 相 加 ， 得 到 
ga1+ 4ga=0, 取 =2, ga==1i.。 从 第 一 个 方程 我 们 得 到 24s 十 1 二 0, 从 而 ms=2. 所 求 直线 
是 :zi 十 3zs 十 2xs 一 0. 

(e) 求 出 在 了 = (2, 3, 2) 和 L-(, 1, 2) 上 的 直线 . 

解 ， 相 应 的 方程 是 241 十 8gs 十 26s 一 0 和 叶 十 da 十 2as 一 0， 第 二 个 方程 滋 以 3 加 到 第 一 
个 方程 上 ,有 mm 十 8cs 一 0, 取 as= 一 2, gs 一 1， 从 第 一 个 方程 得 到 201 寺 8 一 0 从 而 oa 一 所 
求 直 线 是 oi 十 2za 十 zs 一 0. 

.(f) 找 出 直线 2zi 十 3va 二 za 一 0 和 司 十 2za 十 2za 一 0 的 公共 点 . 

解 : 把 第 一 个 方程 的 两 倍加 到 第 二 个 方程 上 , 有 3za 二 4zs 一 0,， 取 za 一 2, ws 一 1。 从 第 
一 个 方程 得 到 2w1 十 2 一 0, wi 一 4. 所 求 的 点 是 (4, 2, 1) 或 (2, 1, 8) 或 (8, 4, 2) 或 (1, 8, 4). 

(g) 在 直线 1 十 83a 十 zs 一 0 上 找 出 六 个 点 . : 

解 ， 容易 找 出 挟 (0, 二 2)，(2, 0 3)，(2 二 0) 和 (i, 1, 蕊 ， 剩 下 两 点 可 取 (1, 2, 8) 
和 (8, 2, 1). - 

(h) 找 出 在 (d) 和 (e) 中 的 点 了 = (2, 3,， 2) 上 的 六 条 不 同 直线 的 方程 . 

解 ， 特 解 ， 22: 十 3zs 十 ze 一 0. 

?.9 考虑 在 习题 7.8 中 直线 办 =0 上 的 六 个 点 , 4=(0, 0 , 1), B= (0, 1, 0), D= (0, 
1, 1), B=(0, 1, 2), fF =(0, 2, 1) 和 G=(0, 2, 3). 证 明 在 这 些 点 中 的 一 对 ， 比如 说 4 和 
8, 把 剩 下 的 点 分 成 两 对 D, 9 和 召 , 下 ,使 得 互 (4, B, D, GQ) 和 HH(4, B, 2, FP). 

证 明 : 在 4 上 到 直线 四 十 za=0 和 2mi 十 wa=0， 在 DD 上 取 直 线 821 十 82s 十 28s 二 0， 交 
01 二 V3 一 0 于 了 一 (2, 3, 0), 交 2w1 十 vg 一 0 于 B= (2, 1, 3). 设 BP.,ws 一 0 交 2m1 十 mg 一 0 于 
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Q= (2, 1, 0), BR. w+2s=0 交 wj 二 za=0 于 5S=(2, 3 3), 且 6S: 201 十 za 十 va=0 交 0 一 
0 于 G. 因此 , (4, B, D, 9). 

在 如 上 取 直 线 mi 十 四 十 2was=0 交 mi 二 za=0 于 卫 , 交 2oi 二 oo 一 0 于 了 一 (2 1, 1)， 设 
BT. 2%1+ rs=0 交 wi 二 wa 二 0 于 U= (2, 8, 1), BP., ws=0 交 2m 二 za=0 于 QQ= (2, 1, 0)， 
且 QU.2z1+%a 十 3ms= 二 0 交 wi 一 0 于 了 ,从 而 H(A4, B, BE, 了 F). 

7.10 利用 欧 氏 几何 的 已 知性 质 ， 为 在 任 一 直线 上 都 有 无 穷 多 个 点 的 射影 平面 给 出 一 
个 模型 . 

解 ， 注意 到 在 前 面 六 章 中 我 们 已 经 使 用 过 这 样 一 个 模型 .我 们 把 欧 氏 平面 的 全 体 点 连 
同 某 些 称 为 理想 点 的 附加 元 素 一 起 到 作 射影 平面 的 点 ， 把 欧 氏 平面 的 全 体 直线 连同 一 条 理 
想 直 线 一 起 取 作 射影 平面 的 直线 ， 容 易 验证 这 一 切 都 满足 我 们 的 五 条 公理 .现在 我 们 给 出 

另 一 个 模型 . 

” 设 0 是 普通 空间 的 一 个 加 定点, 考虑 在 0 上 的 全 体 直线 集 和 在 O 上 的 全 体 平面 集 ， 每 ， 
一 对 不 同 直 线 确 定 唯 一 一 个 平面 , 每 一 对 不 同 平面 确定 唯一 一 条 直线 ， 把 在 O 上 的 直线 取 
作 射 影 平面 内 的 点 , 。 上 的 平面 取 作 射 影 平面 的 直线 , 定义 关系 “点 在 直线 上 ”是 指 “ 直 线 位 
于 平面 内 ”就 得 到 了 具有 所 需 性 质 的 一 个 模型 . 

7.11 证 明 ， 如 果 两 个 三 角形 通过 一 条 直线 成 透视 , 则 它们 也 通过 一 点 成 透视 。 
证 明 ， 考 虑 图 7-3 中 的 三 角形 4BO 和 4’B'O， 其 中 点 P=4B.4’B'’, Q=DBO.DB'O 
R=04.0'4' 在 一 条 直线 o 上 ,由 于 三 角形 _ 44 只 和 BB'Q 通过 点 卫 成 透视 ,所 以 根据 公理 
6,. 它们 也 通过 一 条 直线 成 透视 ， 点 0=44.BB', O= 41B.BQ 和 0 =-4R.BQ 在 这 条 直 
线 上 ， 于 是 直线 44', BB', 00' 在 点 0 上 ,而 三 角形 4BO 和 4'B'O' 通过 这 点 成 透视 ， 
7.12 证 明 ， 在 满足 公理 1~10 的 射影 几何 中 , 任 一 直线 上 有 无 穷 多 个 点 . 
证明， 参看 图 7-4 ,其 中 4，B，DD 是 直线 。 上 的 不 同 点 . 根据 公理 7 在 这 条 直线 上 存 
在 一 点 Fi 使 得 互 (4, B, D,F,)， 根 据 公理 8, 点 对 4, B 和 D, 了 P， 相互 分 隔 ， 根据 公 理 
9, 4,，B, D,， 8 是 不 同 点 . 
根据 公理 7, 在 直线 o。 上 存在 一 点 了 s, 使 得 H(A, F,, B, Fs). 根据 公理 8, 点 对 4 
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各 


,和 B，Fs 互相 分 隔 , 根据 公理 9，4,B, 也,,， Fs 是 不 同 的 点 。 现在 4, B 和 DD, Fi 也 耳 
` 相 分 隔 , 因 此 ,根据 公理 10, 点 对 4, B 和 D, Fs 互相 分 隔 , 且 D 和 Fs 是 不 同 点 ， 从 而 4， 
B,D, Fj, 了 Fs 是 不 同 的 . : | : 

根据 公理 7， 在 这 条 直线 上 存在 一 点 Fs 使 得 瓦 (4，Fo,， Fi，Fs), 所 以 4, Fa 和 也 
Fs 互相 分 隔 ， 且 4, 1， 了 ,Fs 是 不 同 点 。 由 于 4, Pi 和 B, 了 也 互相 分 隔 ， 根 据 公理 
10, 我 们 有 4, Pi 和 B, Fs 互相 分 隔 , 所 以 ,了 s 是 不 同 点 . 间 理 , 由 于 4, B 和 了 D, PF 互 
相 分 隔 ， 我 们 有 4, B 各 D，Fs 互相 分 隔 ， 所 以 DD 和 了 是 不 同 点 。 这 样 ，4, B, D, 下， 
Fs, 了 是 不 同 点 . 站 

“根据 公理 7, 在 这 条 直线 上 存在 一 点 了 使 得 五 (4， ,了 ,了 )， 重 复 上 面 的 讨论 ， 

我 们 发 现 4, B,D, Fl, 了,, Fs，Fs 是 不 同 点 ， 这 个 步 队 可 以 无 限 重复 下 去 ， 于 是 我 们 证 
明了 ( 见 第 四 章 最 后 一 节 的 头 一 段 ) 在 一 条 直线 上 的 调和 列 中 的 点 总 有 无 穷 多 个 。 

事实 上 ,公理 7 保证 了 更 强 的 结果 : 在 直线 o。 上 存在 一 个 调和 网 R(4,， B,D)， 因 为 这 
个 网 包含 上 面 讨论 的 调和 列 作 为 子 集 , 调和 网 中 的 点 也 应 有 无 穷 多 个 . 

7.13 证 明基 本 定理 ;已 知 有 理 射影 平面 内 三 个 不 同 的 点 4, B, O 和 另外 三 个 不 同 的 
共 线 点 4',B', 0' (这 两 组 点 可 以 在 同一 直线 上 也 可 能 在 不 同 直线 上 )， 则 存在 唯一 一 个 射 
影 把 4，B， 0 分 别 变 到 4', B', 0.. 

证 明 ， 首 先 , 我 们 在 有 理 射影 平面 内 建立 定理 1.3 (根据 公理 ， 其 作 图 是 有 效 的 )， 这 
样 ,就 肯定 存在 一 个 射影 。 现 在 假定 存在 两 个 射影 : 

(4, B, 0, D)A(A’, B’', 0', DY) 和 (Ad, B, O D)A(A’, B', O', D"), 

这 里 也 是 与 4, B( 共 线 的 某 一 点 ,但 不 同 于 4, B, 0, 那么 (4', B', 0', DID 大 (4 B', 0', 
D"). 但 是 这 个 射影 有 三 个 不 动 点 ,所 以 ,根据 引 理 ,DD"、 因 此 只 能 存在 一 个 射影 . 
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7.14 用 图 7-l 或 图 7-2 证 明 ; 在 七 点 几何 中 存在 射影 , 使 得 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 中 
的 任意 两 个 互 换 . 

7.15 叙述 并 证 明 习 题 7.14 的 对 偶 . 
?7.16 在 图 7-2 中 验证 完全 四 点 形 4BOG 的 对 边 点 共 线 ,有 没有 一 个 完全 四 点 形 使 它 
不 成 立 ? 
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7.17 在 习题 7.6 的 18 点 几何 中 验证 ， 

(a) 4, B, 0, D, 恕 , F, G 七 个 点 并 不 构成 一 个 7 点 几何 (进一步 的 分 析 将 吉明 这 对 
13 点 中 的 任意 7 个 点 都 成 立 )， 

(pb) 完全 四 点 形 48IHM 的 对 边 点 是 不 共 线 点 4AF.ITM=G, AI. FM= 卫 和 4M:FI 
= 也， 研究 一 个 或 多 个 其 它 完全 四 点 形 ; 也 研究 作为 对 偶 的 一 个 或 多 个 完全 四 线形 . 

ps 角形 DBEL 和 GIK 通过 点 0 成 透视 ,所 以 它们 通过 直线 wa=0 成 透视 . 检 
验 其 它 的 三 角形 对 . 

四 已 基 斯 成 立 但 总 是 以 特 环 形式 出 现 (见习 是 3 4). 
提示 ， 取 点 Q, 召 了 入, F, 9, 证 明 巴 普 措 线 是 wi1 十 vo 一 0， 考虑 一 对 或 几 对 其 它 的 共 
线 三 元 点 组 对 ， 

(e) 基本 定理 成 立 . z z : , 

7.18 已 知 31 点 几何 (习题 7.8) 的 点 = (2, 3, 2)， T= (3, 1, 1), R= (2, 2 
P= (2 8 0), Y=(1, 1, 1). 

,证明 (a) 直 绕 KP 在 4=(0, 0, 1) 上 . (Bb) 直线 下 RR 在 工 上 . (9) 直 线 K 工 和 PY 在 

= (2, 0, 1) 上. 

7.19 对 于 习题 7.9 中 zi=0 上 的 点 ,证 明 : 

(4, B, D, G, BE, F)A(A, B, G, D, F, BE). 
提示 ， 从 点 P= (2, 3, 0) 把 z= 0 上 的 反射 影 到 ma 十 oa 一 0 上 ， 再 从 矿 = (2， 3, 1) 把 wi 十 
“一 0 上 的 反射 影 到 一 0 上， 这样 在 一 条 直线 上 所 选 的 点 对 〈 和 见习 题 了 .9) 把 剩 下 的 点 分 
成 两 对 , 其 中 每 一 对 在 这 条 直线 上 的 双 曲 对 合 中 都 是 互 递 的 . 这 个 双 曲 对 合 以 那 对 初始 点 
作为 二 重点 ). ~ 

?7.20 (a) 在 习题 7.9 的 直线 内 =0 上 ,验证 互 (4, 也 了 已 和 和 HB, 万 2 GQ). 

(b) 假定 由 习题 7.9 中 的 五 (4, B， D, G) 推 出 点 对 D,，G 分隔 点 对 4, B ;对 于 (a) 中 
的 匡 (4, D, 8B, 召 ) 各 匡 (B,，D, 如, GQ) 也 假定 同样 的 结果 ,得 出 矛盾 . z 

(o) 在 习题 7.8(g) 的 直线 v1 十 8zs 十 ws 一 0 上 任 取 两 电 作 为 完全 四 点 形 的 对 边 点 ， 证 明 
第 三 个 对 边 点 不 在 这 条 直线 上 . 

(d) 在 习题 7. 8(h) 中 任 取 三 条 直线 . 在 第 一 条 直线 上 选 两 个 不 同 点 4，4!, 每 一 个 都 
不 同 于 J; 同样 ， 在 第 二 条 直线 上 选 B，B'， 在 第 三 条 直线 上 选 0, 0". 三 角形 4ABC 和 
4'B'O' 通过 点 了 成 透视 ,证 明 它 它们 也 通过 某 条 直线 成 透视 ， 

?7. 刀 习题 7.8 的 直线 办 十 za=0 和 2 十 2oa=0 都 在 点 4= (0, 0, 1) 上， 在 这 两 条 直 
线 上 选 不 同 点 组 一 一 一 条 选 对, 了 ,2， 另 一 条 选 全， YY 2 一 一 使 得 他 基 ， YY’, 2 不 
共 氮 。 找 出 巴 普 斯 线 的 方程 , 这 条 直线 在 4 上 吗 ” 
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8.1 基本 内 容 


1. 引 言 | 

在 数学 史上 , 早 在 公元 前 约 480 年 ,人们 就 开始 研究 二 次 曲线 或 圆锥 截 线 ( 即 直 略 欠 的 
平面 截 线 )， 圆 锥 曲线 包括 所 谓 退 化 的 或 奇异 的 二 次 曲线 (如 单个 的 点 ， 一 对 不 同 直线 ,两 条 
重合 直线 ) 和 非 退 化 的 二 次 曲线 非 退化 的 二 次 曲线 可 分 为 抛物 线 、 双 曲 线 和 杭 加 (包括 
圆 ). 
在 射影 几何 里 ,点 过 二 次 曲线 是 指点 的 某 种 非 退 化 的 轨迹 ， 而 其 对 偶 ， 线 素 二 次 曲线 是 
指 线 的 某 种 非 退 化 的 包 络 ， 这 些 点 素 或 线 素 二 次 曲线 实际 上 是 解析 几何 中 热 悉 的 非 退 化 二 
次 曲线 ,这 点 我 们 继续 研究 下 去 就 会 明显 起 来 。 比如 , 在 这 一 章 里 , 我 们 将 证 明 它们 都 具有 
性 质 : (a). 一 条 直线 (一 个 点 ) 和 点 素 ( 线 素 ) 二 次 曲线 的 交点 ( 连 线 ) 不 能 多 于 两 点 (两 条 线 ); 
(b)、 五 个 点 ( 线 )， 其 中 任何 三 点 ( 线 ) 都 不 共 线 ( 点 ) 确 定 唯一 的 一 条 点 素 ( 线 素 ) 二 次 曲线 .在 
本 书 中 ， 除 排 男 外 声明 ， 点 素 二 次 曲线 、 线 素 二 次 曲线 和 二 次 曲线 是 指 非 退化 的 轨迹 和 包 络 ， 


2. 点 素 二 次 曲线 

如 图 8-1 所 示 , 考虑 在 不 同 中 心 和 上 的 线束 之 间 的 非 透视 射影 

: Rl(a, b, e, *…)AS(g’, b', ¢, *), | 

两 线束 中 相互 对 应 的 直线 的 交点 4 一 a ，B 一 .8，O=c*c ，… 的 全 体 称 为 点 素 二 次 曲 
线 ， 在 解析 几何 中 , 一 条 二 次 曲线 看 成 是 一 个 动 点 所 描 出 的 轨迹 ; ,在 射影 几何 中 ， 一 条 点 素 
一 次 曲线 是 一 点 一 点 构造 出 来 的 .这 实际 上 是 在 上 任 取 另 一 直线 g， 作 出 它 在 8 上 的 对 
应 直线 ”为 此 ， 我 们 利用 已 给 的 直线 对 mw 4 5, 5 6, 0' 把 (oo) (or 和 (8 (7.e) 的 
交点 定 为 巴 普 斯 点 (射影 中 心 )P， 对 于 R 上 的 任何 别 的 直线 (比如 中， 设 呈 和 aa 的 连 线 
交 4 于 DD', 则 SD'-d 是 @ 的 射影 对 应 直线 ,dd'=DD 是 点 素 二 次 曲线 上 的 另 一 个 点 ， 再 如 
对 瑟 上 的 任何 别 的 直线 连结 卫 和 be 交 b 于 B, 则 SB'=e 是。 的 对 应 直线 ， e*e' 是 点 
素 二 次 曲线 上 的 另 一 点 ;……. 

中 心 连 线 BRS, 把 它 :看 作 是 上 的 线束 中 的 一 条 直线 时 记 为 S, 把 它 看 作 是 S 上 的 线束 
中 的 一 条 直线 时 记 为 +” .现在 80=S; 令 PS.c~S'， 则 S55'=s 是 s 的 对 应 直线 , 3s 一 5 
是 点 素 二 次 曲线 上 的 一 个 点 ， 同 理 ,有 B 由 是 点 素 二 次 曲线 上 的 一 个 点 . 

一 般 地 ， 在 BR 上 的 线束 中 的 任意 直线 z 上 有 点 素 二 次 曲线 的 两 个 不 同 的 点 玉 和 开 = 
2.2， 其 中 必 在 S. 上 ， 是 ”的 射影 对 应 直线 直线 PR=r 是 一 个 例外 ， 因 为 它 的 对 应 是 
7 一 RRS, 而 7-7 一 有 R， 我 们 定义 ; 

点 素 二 次 曲线 的 切线 是 这 样 的 直线 , 它 上 面 有 且 仅 有 二 次 曲线 的 一 个 点 . 
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图 8-1 


于 是 ,对 图 8-1 中 的 点 素 二 次 曲线 ， PR 和 PS 都 是 切线 ， 

定理 8.1 一 条 点 素 二 次 曲线 在 生成 此 曲线 的 两 个 线束 之 一 的 中 心 RC(S) 处 的 切线 是 
中 心 连 线 BS 的 对 应 直线 .此 时 ES 看 成 是 在 SCR) 的 线 东 中 的 一 条 直线 . 

为 了 证 明 产 生 点 素 二 次 曲线 的 两 个 射影 线束 的 中 心 及 和 5 作为 该 点 素 二 次 曲线 上 的 
氮 , 并 不 起 特殊 的 作用 ,在 习题 8.1 中 我 们 将 证 明 

定理 8.2 点 素 二 本 上 人 下 不 同 的 上 可 以 用 来 作为 产生 上 级 下 出 
线束 的 中 心 . 

由 此 还 可 推 得 : 

定理 8.3 一 条 点 素 二 次 曲线 由 的 任意 到 一 确 定 (其 证 明 参 看 习 央 8. 2). 

定理 8.4 点 素 二 次 曲线 上 的 任何 三 个 不 同 的 点 不 共 线 . 

定理 8.5 五 个 不 同 点 (其 中 任何 三 个 点 都 不 共 线 ) 确 定 唯一 条 点 素 二 次 曲线 

定理 8.6 在 点 素 二 次 曲线 的 任 一 点 上 , 有 且 仅 有 该 点 素 二 次 曲线 的 一 条 切线 . 


3. 线 素 二 次 曲线 


瓜 素 二 次 曲线 的 对 偶 ， 即 在 不 同 直线 (机 ) 上 的 两 个 非 透视 射影 点 列 的 对 应 点 连 线 之 全 
体 称 为 线 杀 二 次 曲线 ， 考 虑 图 8-2 中 在 两 不 同 轴 7 和 s 上 的 非 透视 射影 
"(4A, B, O, …)AS(A’, B', 0’, .…), 
则 44', BB', 00', 7, 8 都 是 通过 射影 生成 的 线 素 二 次 曲线 中 的 直线 ， 为 了 作出 其 它 直线 ， 
我 们 首先 通过 连接 40…4'O 和 BO'.B'C 确定 巴 普 斯 线 ( 射 影 轴 ) p， 对 于 上 的 任 一 其 它 
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图 8-2 


点 (比如 DD), 令 4D.p=Di; 则 4D1's= D' 是 也 的 射影 对 应 点 ， DD' 是 线 素 二 “次 曲线 中 的 
另 一 直线 . 

一 般 地 ， 在 ”上 的 点 列 中 的 任意 一 点 互 (或 * 上 的 点 列 中 的 点 互 ) 上 有 线 素 二 次 曲线 
中 的 两 条 不 同 直线 +” 和 w 一 对 对 '/， 其 中 也 /是 五 在 s 上 的 射影 对 应 点 . 点 p's 一 S' 例 外 ， 
因为 它 的 对 应 点 是 8B=rss ,而 SS'=* 我 们 定义 ， 

线 素 二 次 曲线 的 切 点 是 这 样 的 点 ,在 这 点 上 有 且 仅 有 二 次 曲线 的 一 条 直线 . 

不 难 证 明 ， . 

定理 8.1 线 素 二 出线 丰 生成 此 上 线 的 训 列 的 加 x《) 上 的 打点 ,是 点 rs 交 应 上 
此 时 点 ?3 看 成 是 在 s(r) 上 的 点 列 中 的 一 点 ， 

容易 得 出 定理 8.2~8.6 的 对 偶 , 例 如 

定理 8.5 五 条 不 同 直线 (其 中 任何 三 条 都 不 共 点 ) 确 定 叭 一 条 线 素 二 次 曲线 . 

定理 8.6” 在 线 素 二 次 曲线 的 任 一 直线 上 , 有 且 仅 有 该 线 素 二 次 曲线 的 一 个 切 点 . 


$8.2 问题 及 其 解 


8.1 证 明 ， 点 素 二 次 自生 二 的 任何 两 个 不 同 点 都 可 以 用 作 生成 此 曲线 的 两 个 射影 线 
束 的 中 心 . 

证 明 ， 考 虑 图 8-3, 点 素 二 次 曲线 由 两 个 线束 R(a, b, ce, 9,…) 和 S(w', b', e', a',…) 
生成 ,至 少 它 土 面 的 点 4, B, 0, 刀 能 象 图 8-1 中 那样 作出 . 设 AB=m, AUO=n; mc=kK, 
md= nb 一 了 ,neg 一 0;5'd~V， 则 因为 E 
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图 ，8-3 
(@, b, ce, 0 六 (ec 9), 
我 们 有 (A, B, K, L)A(A, T, 0, U). 
但 是 后 面 这 个 射影 是 一 个 透视 ; 所 以 BT, OK 和 KD 有 公共 点 作 . 


现在 考虑 
(BA, BR, BS, BD)A(L, BR, 下 D) 元 (U, N, S, D) 
A(O04, OF, OS, OD). 

则 (BA, BR, BS, BD)A(OA, OR, ON, OD), 
而 且 对 应 直线 的 交点 在 点 素 二 次 曲线 上 ,所 以 这 个 射影 也 生成 此 点 素 二 次 曲线 . 

8.2 证 明 ， 点 素 二 次 曲线 可 由 它 的 任意 五 点 唯一 确定 ， 

证 明 ， 设 4, B, C0, RS 是 给 定 的 点 素 二 次 曲线 上 的 任意 五 点 。 根据 定理 8.2, 这 些 
点 中 的 任何 两 点 (比如 好 入 ) 可 取 作 生成 此 点 素 二 次 曲线 的 两 个 线束 的 中 心 。 根据 基本 
定理 , 剩 下 的 点 确定 唯一 一 个 射影 

(RA, RB, RO)A(SA, SB, BO), 

这 个 射影 必定 生成 给 定 的 点 素 二 次 曲线 ， 

8.3 作出 图 8-1 中 由 已 (@, 6, 6,…) 玉 SCw' 50， co …) 生成 的 点 素 二 次 曲线 在 记 点 
的 切线 . 

解 ， 设 给 定 的 点 素 二 次 曲线 看 成 是 以 B 点 和 划 线 上 另 一 点 (比如 BR) 为 趾 心 的 两 个 射 
影 线束 生成 的 ， 其 中 B 点 即 在 其 上 作 切 线 的 那 点 ( 见 图 8-4), 也 就 是 说 把 此 点 素 二 次 曲线 
看 成 是 由 射影 

B(a", e ”2 大 有 (Co 有 

生成 的 (看 定理 8. 2) ,其 中 B4=a', BO-o 连 (a"。 9 (a: -和 (全 (7 定 出 射影 中 心 
Q，QB 就 是 所 求 的 切线 ， z 

8.4 作出 由 四 条 直线 (其 中 任何 三 条 都 不 共 点 ) 和 其 中 一 条 直线 上 的 切 点 所 确定 的 线 
素 二 次 曲线 . 

解 ， 在 图 8-5 中 ， 没 已 知 直线 是 Qi Qa, qs, Qs 和 已 知 点 是 a2 上 的 切 点 B， 把 四 和 另 一 
直线 ,比如 ws, 取 作 生成 此 线 素 二 次 曲线 的 射影 点 列 的 轴 ， 现在 我 们 来 建立 这 个 身影， 今 
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pd 


A 


图 3-5 


Qa 二 和 ,040 A's 一 0, ger'qs 一 OO .由 定理 8.14 的 对 偶 可 知 , aa 上 点 B 在 4 的 对 
应 点 是 goo 一 B'. 于 是 生成 的 射影 是 
gs(A, B, O, …) 入 aas( 4 吾 ，O，…). 
其 次 , 我 们 来 确定 这 个 射影 的 办， 因为 召 是 m 上 的 切 点 ,五 在 射影 轴 上 , 这 个 轴 上 的 另 一 操 
是 40 .40=U ,于 是 射影 轴 是 BU =%. 
最后, 在 上 另 取 一 点 也 , 我 们 来 作出 它 在 &。 上 的 对 应 点 。 令 4D.p=V, 4AV 04= 
也， 则 D' 是 所 求 的 只 的 对 应 点 ,DD' 是 线 素 二 次 曲线 上 的 另 一 条 直线 . 
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$38.3 补 充 题 


8.5 证 明 由 在 不 同 中心 上 的 两 个 透视 线束 所 生成 的 点 素 二 次 曲线 是 退化 的 , 它 由 透视 
轴 和 中 心 连 线 ( 即 两 个 线束 中 心 的 连 线 ) 所 组 成 . 

8.6 研究 习题 8.5 的 对 偶 . 

8.7 证 明 ， 若 一 个 点 素 二 次 曲线 有 三 点 共 线 , 则 它 是 退化 的 . 

8.8 在 图 8-1 中 ,证 明 肪 在 二 次 曲线 上 ; 在 图 8-2 中 ,证 明 B=p。 了 是 “个 名 所 

8.9 证 明 ， 定 理 8.4, 8.5, 8.6. 

8.10 任 取 五 点 ,其 中 任何 三 点 都 不 共 线 ， 作出 这 些 点 上 的 点 素 二 次 曲线 上 若干 个 另外 
的 点 . 

提示 : 注意 在 这 些 图 中 用 的 是 椭圆 ， 这 样 做 是 为 了 保持 本 书 作 图 前 后 一 致 建议 对 所 
有 的 作 图 先 画 一 个 椭圆 ， 然 后 在 这 个 椭 贺 上 取 给 定 的 点 和 线 ， 为 什么 这 样 做 没有 失去 一 般 
性 ? 

8.11 任 了 到 五 条 直线 (其 中 任何 三 条 都 不 共 点 )， 作 出 在 这 些 线 上 的 线 素 二 次 曲线 的 若 
干 条 另外 的 直线 . 

8.12 作出 习题 8.3 的 对 倡 . 

8.13 已 知 线 素 二 次 曲线 YZ 的 三 条 直线 4, 5， c 和 分 别 在 %， 2 上 的 切 点 4, B, 作出 ; 
(i)0' 的 其 他 直线 ; (让) 在 。 上 的 切 点 . 

提示 ， 把 4, B 取 作 生成 多 的 两 个 射影 线束 的 中 心 . 

8.14 已 知 点 素 二 次 曲线 儿 上 的 三 个 点 4, B, O 和 分 别 在 4， B 上 的 切线 2， 作 出 
中 曲线 儿 的 其 他 点 ; (让) 点 O 处 的 切线 ， 

8.15 设 4,B, 0 是 直线 上 的 三 个 不 同 点 ，P, 8 是 不 在 大 上 的 不 同 点 。 证 明 R= 
PA.QB, S=PA.Q0, T=PB.Q4, U=PB.Q0,V = PO. 94 W=PO.QB 在 一 条 二 次 曲 
线 上 . ’ 

8.16 证 明 ， 若 对 了 2 是 一 个 变动 
的 三 角形 ( 见 图 8-6)， 它 的 边 z= 了 YZ， 
y= 卫 Z，g 二 及 了 分 别 在 定点 0U, B,D 
上 , 同时 了 沿 着 定 直线 5=0B 运动 ，G 
沿 着 定 直 线 O4 运动 , 则 顶点 卫 在 一 条 
二 次 曲线 上 运动 . 

”8.17 在 习题 8.16 中 ,证 明 二 次 曲 “ 
线 名 在 点 4, B, 0, B, 上 . 

提示 ， 当 w 和 BB 重合 时 ,gy 也 与 B 加 重合 ,此 时 了 革 在 B 点 上 . 

8.18 利用 习题 8.16 和 8.17 的 结果 ， 设计 为 一 种 作 二 次 曲线 的 方法 ， 此 曲线 在 五 个 
已 知 点 4, B, 0, D, 召 上 (其 中 任何 三 点 都 不 共 线 ). 

8.19 写 出 习题 8.16, 8.17, 8.18 的 对 侦 . 

8.20 证 明 ， 若 两 个 三 角形 的 顶点 在 一 条 二 次 曲线 多 上 ， 则 这 些 三 角形 的 各 边 与 另 一 
条 一 次 外 线 狠 / 相 切 ， 


第 九 章 极点 和 极 线 ， 


$9.1 基本 内 容 


1. 极 线 


在 图 9-1 中 的 点 素 二 次 曲线 多 上 , 任 取 三 对 不 同 的 点 耳 , 卫 1; 4, 轨 3 B，B, 使 得 每 对 
点 与 不 在 多 上 的 一 给 定点 卫 共 线 。 令 生 4 一 了 hi=a, 了 B= 2， ZB- 1s XA- 
1h a 和 := 0， 1B1= 1. 则 有 ( 见 定理 8. 2) 

之 (g, 6, 1, 01) 下 了 10, b', a1, 01). 


cy 
图 9-1 


射影 中 心 7 在 二 直线 (a5) Ce.5) 和 (4a)lo oq) 上 .在 wal=K, qo= 工 和 TT 
上 的 直线 记 为 p。 因为 及 , 五 P 是 完全 四 点 形 对 441X, 的 对 角 三 角形 的 顶点 ， 由 定理 
4.12 可 得 H(@, m1; 2 KP). 从 而 五 (了 X， Xs P,, P) 且 H(4, 4s; 41, P)， 其 中 书 : 
= Kp, Ai= Ad1p. 四 

同 理 ， 利 用 完全 四 点 形 民工 1B1DB， 我 人 有 5 bi=N,b'. 51 一 人 和 了 在 一 条 直线 (比如 
2) 上 , 且 HH(X, 之 1; Pi, P), 其 中 P= 导 信 1 但 是 由 H(X, pT P,, P) 和 HH(X, 
Xs; Pi, 也) 可 知 PL 一 PP， 所 以 p' 一 p, 卫 (B, Bs; Bi, 了 P), 其 中 Bi=BBiy. : 

现在 p 由 了 和 Pi 决定 ( 见 定理 8.1), 了 是 曲线 多 在 入 和 琶 ; 处 切线 的 公共 点 ，Pi 汗 
P 关 于 六 各 31 的 调和 和 共 罗 点 这样， 对 于 给 定 的 曲线 名 来 说 ， 直线 p 最 多 取决 于 共 线 点 
P, ,Xi. 我 们 来 证 明 p 仅仅 取决 于 了， | 
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设 R, S 是 在 p 上 的 曲线 多 的 点 , 则 也 BR( 还 有 PS) 是 各 的 切线 .因为 ,假定 PBR 交 儿 
于 另 一 点 如: 头 卫 , 则 到 是 PR 上 的 点 , 使 得 及 (RBR，Rs; Bi，P)。 对 完全 四 点 形 对 了 了 1B.R 
重复 上 述 论证 , 可 得 点 及 在 pp 上， 但 是 现在 卫 和 肪 重合 (见习 题 4.7), 与 假设 卫 不 在 名 
上 矛盾 .于 是 五 8 内 取决 于 了 ,因而 p=RS 也 只 取决 杆 卫 

至 此 ,我 们 已 经 证 明了 关于 直线 了 的 点 的 一 些 定理 ， 这 些 定理 将 列举 在 直面， 首先 , 我 
们 取 其 中 一 个 作为 定义 ， 

若 不 在 给 定点 素 二 次 曲线 多 上 的 任意 点 卫 是 顶点 在 多 上 的 任 一 完全 四 点 形 的 一 个 对 
边 点 , 则 有 另外 两 个 对 边 点 确定 瞧 一 一 条 直 绕 2 称 为 p 关 于 名 的 极 线 ， 若 卫 在 名 上 , 则 
卫 关 于 多 的 极 线 是 多 在 已 点 的 切线 . 

于 是 有 : 
定理 9.1 点 卫 关于 多 上 每 一 对 与 了 共 线 的 点 的 调和 共 碟 点 在 卫 关于 多 的 极 线 
rE / 

定理 9.2 若 完全 四 点 形 的 顶点 都 在 多 上 ， 则 它 :的 对 角 三 角形 的 每 一 顶点 关于 多 的 极 
线 是 这 点 的 对 边 . 

定理 9.3 多 上 每 两 个 与 书 共 线 的 点 处 的 切线 交点 在 卫 关 于 名 的 极 线 上 ， 

定理 9.4 从 呈 作 名 的 切线 (如 果 有 的 话 ), 则 切 点 在 卫 关 于 多 的 极 线 上 . 

对 定理 9.4 中 “如 果 有 的 话 ” 这 和 句 话 需 要 作 一 些 解释 ， 读 者 十 分 清楚 ,在 欧 氏 几何 里 , 过 
入 加 的 中 心 不 能 作 全 图 的 切线 因为 中 心 在 加 的 内部， 在 射影 几何 里 , 一 条 点 素 二 次 曲 
线 将 射影 平面 分 为 两 个 区 域 是 二 次 曲线 的 内 部 ， 过 其 中 的 每 一 点 的 每 一 条 直 
线 都 和 二 次 曲线 交 于 两 个 点 ; 另 一 个 区 域 是 一 次 曲线 的 外 部 , 过 其 中 每 一 点 的 直线 中 , 有 些 
和 二 次 曲线 相交 , 有 些 则 不 相交 。 于 是 过 二 次 曲线 内 部 的 点 不 能 作 它 的 切线 , 而 过 二 次 则 线 
外 部 的 每 一 点 可 作曲 线 的 两 条 切线 . 

图 9-1 的 对 偶 可 用 网 9-1 来 说 明 . 这 里 ，%, ws; aaa 5, b1 是 线 素 二 次 曲线 多 ' 上 三 
对 不 同 的 直线 它们 分 别 与 某 一 不 属于 多 ' 的 直线 2 ( 即 p 不 是 多 中 的 直线 ) 共 点 。 令 
06 一 4 wm=As, wb=B, vb=—By; rio=A’, vim=Ai, v1'b0=B', vib01=Bi. 则 由 
定义 可 得 到 


z(A, B, Ai, Bi) Kw A’, B', A', B'). 
射影 轴 芋 是 由 4B'…B4' 和 A441.4'41 确定 的 直线 , 也是 441=1， .444 一 石和 # 的 交点 ， 且 
1 1 2 是 完全 四 线形 zcaizi 的 对 角 三 角形 的 三 条 边 ,， 我 们 留 给 读者 来 完成 这 个 讨论 ， 并 且 
定义 

著 不 在 给 定 的 线 素 二 次 曲线 名" 上 的 任意 直线 p 是 边 为 多 ”中 直线 的 任 一 完全 四 线形 
的 对 角 三 角形 的 一 条 对 角 线 ， 则 有 另外 两 条 对 角 线 确定 唯一 一 点 了 ， 称 为 p 关 于 安 " 的 极 
点 .车 Pp 是 名 ' 中 的 直线 , 则 wp 关于 儿 ' 的 极点 是 在 p 上 的 切 点 . 

容易 写 出 定理 9.1~9.4 的 对 偶 : 

定理 9.1 直线 六 关于 多 ' 中 每 一 对 与 p 共 点 的 直线 的 调和 共 辊 线 在 p 关 于 给 的 极 
点 上 . 

定理 9.2 车 完全 四 弘 形 的 四 边 部 在 多 ' 上 ， 则 它 的 对 角 三 角形 的 每 一 边关 于 "的 
极点 是 这 边 的 对 顶点 . 
定理 9.3， 多 ' 中 每 两 条 与 呈 共 点 的 直线 的 切 点 的 连 线 在 2 关于 2' 的 极点 上 ， 
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图 9-1 


定理 9.& 在 多 ' 的 与 p 共 线 的 切 点 处 作风 的 切线 (如果 有 的 话 ) 在 2 关于 和 的 极 
点 上 ， 


2， 点 素 二 次 曲线 和 线 素 二 次 曲线 的 关系 


在 图 9-2 中 的 点 素 二 次 曲线 乡 上 取 四 点 苹 ， 节 1, B，Bi, 在 这 些 点 处 的 经 的 切线 分 别 
记 为 2, wy b, bs, 令 BXi:BIX=M, BX.B X= N, BBYXi=P; smi=T,b.b=U, 
b.:w=V, b1: mi=W, b:mi=Y, DC 一 和 由 定理 2.10 可 得 


b(U, B,V, y) BD, B:, W, 2Z) Ab(CBs, U, 2, W), 

所 以 5(D, B, ,了 ) 入 b1(B1, U, 2Z, 歼 ),， BBi 是 其 射影 轴 . 

假设 固定 了 BB:i 而 令 了 XXX; 变动 ,那么 了 各 W 分 别 沿 着 5 和 刀 移动, 而 生成 线 素 二 
次 曲线 妇 , 于 是 我 们 证 明了 . 

定理 9.5 点 素 二 次 曲线 的 切线 构成 线 素 二 次 曲线 ， 
它 的 对 侦 是 ; 

定理 9.5 线 素 二 次 曲线 的 切 点 构成 点 素 二 次 曲线 . 

由 此 , 我们 把 “二 次 曲线 规定 为 点 素 二 次 曲线 连同 它 的 切线 ,或 线 素 二 次 曲线 连同 它 的 
切 点 。 于 是 我 们 可 以 说 , 图 9-1 中 的 完全 四 点 形 互 4 和 14; 内 接 于 二 次 曲线 ， 而 图 9-1 中 
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pi 
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的 完全 四 线形 sawis 外 切 于 二 次 曲线 . | 

根据 定义 ,任何 二 次 曲线 是 自 对 侦 的 ,所 以 定理 9.2 和 9.2' 可 以 重 述 如 下 ， 

定理 9.2 如 果 一 完全 四 点 形 内 接 于 二 次 曲线 ， 则 它 的 对 角 三 角形 的 每 一 边 是 其 所 对 
顶点 的 极 线 ， 加 

定理 9.2” 如 果 一 完全 国 线形 外 切 于 二 次 曲线 ， 则 它 的 对 角 三 角形 的 每 一 顶点 是 其 对 
边 的 极点 . 

在 习题 9.1 中 ,我 们 将 证 明 

定理 9.6 四 个 顶点 都 在 二 次 曲线 上 的 完全 四 点 形 和 四 条 边 都 是 二 次 曲线 在 这 些 点 处 
的 切线 的 完全 四 线形 有 相同 的 对 角 三 角形 . 

在 习题 9.2 中 ,我 们 将 给 出 下 述 定理 的 部 分 证 明 . 

定理 9.7 车 B 是 一 个 定点 ,51 是 二 次 曲线 的 固定 切线 , 邯 是 二 次 曲线 上 的 一 个 动 点 ， 
是 二 次 曲线 在 子 点 的 切线 , 则 当 下 变动 时 ,有 

(BX, *…)K (biew, »). 


3. 极点 和 极 线 的 作法 


考虑 图 9-1 中 点 了 关于 给 定 的 二 次 曲线 的 极 线 p， 从 上 的 点 TT 各 作 二 次 曲线 的 
切线 ， 它 们 确定 曲线 上 的 点 到， 如 3 她 Bi， 直线 不下: 和 BB, 又 确定 点 卫 为 完全 四 点 形 
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玉 卫 .BB1 的 第 三 个 对 边 点 ， 它 的 另外 两 个 对 边 点 是 2 上 的 用 ， 驴 ， 由 此 及 定理 9.6 便 证 
明了 

定理 9.8 若 直线 交 是 点 也 关于 给 定 二 次 昌 线 的 极 线 , 则 卫 是 p 关 于 此 曲线 的 极点 、 

在 史上 的 点 TJ 的 极 线 是 PP 上 的 卫 且 1, 由 此 得 出 

定理 9.9 若 Q@ 是 点 P 卫 关于 二 次 曲线 的 极 线 p 上 一 点 ， 则 Q@ 关于 此 曲线 的 极 线 在 P 
上 . 

若 二 次 曲线 完全 给 定 , 则 已 知 点 的 极 线 和 已 知 直线 的 极点 就 很 容易 作出 。 车 已 知 点 在 
二 次 曲线 上 , 则 它 的 极 线 是 在 此 点 的 切线 ; 车 已 知 直 线 5 切 于 二 次 曲线 , 则 它 的 极点 是 在 p 
上 的 切 点 ， 此 外 , 车 已 知 点 是 卫 ( 见 图 9-2), 在 上任 取 两 条 直 禾 , 它们 交 二 次 曲线 于 不 同 
点 B, Bs 和 并 ,和 1， 令 BX1.B 了 = 了，B 了 .BXi~N; 则 了 ,WH, NW 是 四 点 形 BB1 叉 1 斑 
的 对 角 三 角形 的 顶点 ,根据 定理 9.2, 直线 MXN 是 所 求 的 卫 点 的 极 线 ， 读者 可 自行 证 明 , 按 
上 述 作法 可 得 出 二 次 曲线 内 部 的 点 (如 隆 ) 的 极 线 ， 

设 图 9-2 中 的 m 为 已 知 直线 ， 它 的 极点 M 可 如 下 作出 ， 根 据 定理 9.9, m 上 任 一 点 的 
极 线 通 过 M, 于 是 m 上 的 任何 两 点 的 极 线 的 交点 就 是 所 求 的 极点 ， 当 给 定 直线 与 二 次 曲线 
交 于 两 个 不 同 点 时 (如 图 9-2 中 的 ,极点 的 另 一 种 作法 如 下 ; 在 每 个 交点 处 作 二 次 曲线 的 
切线 , 切线 的 交点 就 是 所 求 的 极点 . 

在 习题 9.3 中 将 考虑 二 次 曲线 没有 完全 给 定时 的 类 似 作法 . 


4. 共 斩 点 和 共 力 直线 


定理 9.8 中 的 极点 和 极 线 的 关系 建立 了 平面 上 的 直线 与 点 之 间 的 一 个 对 应 ， 使 得 平面 
上 的 每 一 点 都 对 应 着 唯一 一 条 直线 (这 点 关于 二 次 曲线 的 极 线 )， 而 每 一 直线 都 对 应 着 唯一 
一 点 (这 直线 关于 二 次 曲线 的 极点 ).， z 

在 习题 9.4 中 我 们 将 证 明 

定理 9.10 当 一 个 点 在 一 条 直线 上 变动 时 (形成 点 列 )， 它 关于 给 定 二 次 曲线 的 极 线 在 
与 此 点 列 射影 相关 的 线束 中 变动 

如 果 P, @ 中 每 一 点 都 在 另 一 点 关于 二 次 曲线 的 极 线 上 , 则 两 点 P,Q@ 称 为 关于 二 次 曲 
组 共 翅 . 对 侦 地 ,如 果 2 9 中 每 一 直线 都 在 另 一 直线 关于 二 次 曲线 的 极点 上 , 则 两 条 直线 
2, 9 称 为 关于 二 次 曲线 共 配 ， 

在 习题 9.5 中 我 们 将 证 明 

定理 9.11 车 完全 四 线形 的 两 对 对 顶点 是 关于 二 和 红包 , 则 第 对 寺 机 也 
是 关于 此 曲线 的 共 轿 点 ， : 


5. 自 配 极 三 角形 


如 果 一 个 三 角形 的 每 个 顶点 都 是 其 对 边关 于 二 次 曲线 的 极点 ， 则 称 这 个 三 角形 关于 此 
曲线 是 自 配 极 的 ， 显 然 , 这 时 三 角形 的 每 一 边 都 是 它 所 对 顶点 的 极 线 . 

由 定理 9.2 可 推出 

定理 9.12 车 一 个 完全 四 点 形 的 四 个 顶点 是 二 次 易 线 上 的 四 个 不 同 点 ， 则 它们 的 对 边 
点 依次 是 关于 这 二 次 曲线 的 一 个 自 记 家 三 角形 的 顶点 ， 

定理 9.12 及 其 对 偶 , 提供 了 具有 一 已 知 点 (直线 ) 作 为 其 顶点 ( 边 ) 的 关于 二 次 曲线 的 自 
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配 极 三 角形 的 简单 作法 ， 这 里 的 已 知 点 (直线 ) 不 属于 昌 线 ， 事 实 上 ,如 果 过 已 知 点 4 作 两 
条 蛮 线 交 曲 线 于 四 个 不 同 的 点 ， 则 这 四 个 氮 所 确定 的 完全 四 点 形 的 对 角 三 角形 的 咏 外 两 个 
顶点 B, 0O 连同 点 4 都 是 关于 二 次 曲线 的 一 个 自 配 极 三 角形 的 项 点 ， 

在 习题 9.6 中 ,我 们 将 证 明 

定理 9.13 若 一 个 三 角形 内 接 于 二 次 曲线 , 则 其 任 一 边 的 共 辊 线 与 男 两 边 相 交 于 一 对 
及 其 逆 定 理 

定理 9.14 若 一 个 三 角形 内 接 于 二 次 曲线 , 则 与 它 的 两 边 交 于 一 对 共 孝 点 的 任 一 直线 
是 第 三 边 的 共 轿 线 . 
它们 的 对 偶 是 : 

定理 9.18” 若 一 个 三 角形 外 切 于 二 次 曲线 , 则 它 的 任 一 顶点 的 共 轿 点 与 男 两 个 顶点 的 
连 线 是 共 轿 的 . / 

定理 9.14 若 一 个 三 角形 外 切 于 二 次 曲线 , 县 一 点 与 它 的 两 顶点 连 线 共 轿 , 则 这 点 是 
第 三 个 点 的 共 锯 点 ， 


$9.2 问题 及 其 解 


9.1 证 明 ， 四 个 顶点 在 二 次 曲线 上 的 完全 四 点 形 和 四 条 边 都 是 这 条 曲线 在 这 些 点 处 
的 切线 的 完全 四 线形 有 相同 的 对 角 三 角形 . 

证 明 ， 考 虑 图 9-2 中 的 完全 四 点 形 和 了 BB;ZX: 和 完全 四 线形 zw 它们 符合 定理 的 条 
件 ， 令 0 一 全 00 一 避 ， z.b=V, v1°01—=W, v1 “b= :了 ,wb1==Z，wobiws 的 对 角 三 角形 . 
的 边 是 TU, VW, 了 27 根据 定理 9.8， ZU= ~MN, VW=PM, YZ=PN, 但 这 些 正 是 
全 BBiXi 的 对 角 三 角形 的 边 , 于 是 命题 成 立 . 

9.2 证 明 : 车 BB 是 任 一 定点 , 01 是 二 次 曲线 上 任 一 固定 切线 ,也 是 二 次 曲线 上 一 个 动 
点 ,2 是 二 次 曲线 在 邓 点 的 切线 , 则 当 并 变动 时 ， 有 (BX,: .天 (Da “2, ). 

证 明 ， 参 看 图 9-2， 其 中 也 ， 01， Bu b" ~ BB,, 及 了 是 定点 和 定 直 线 ， 当 对 在 二 次 曲 
线 上 变动 时 ,根据 定义 有 : 

(BX, …) 天 ( 互 : 闷 ，，…)， 


旧 (FR, 1 ) RP, 天 (De «1), 
点 卫 在 0" 上 变动 ,于 是 有 (BX,…) 天 (biew, …). 

这 个 证 明 适 用 于 六 不 是 B 处 切线 的 情况 ， 当 2 取 作 BB 处 切线 5 时 ， 其 证 明 留 给 读 
者 . 
8.3 设 二 次 曲线 多 由 它 的 五 点 4, B, 0, D, 加 给 出 , 作出， 
(a) 任 一 点 关于 多 的 极 线 . 
(b) 任 一 直线 关于 多 的 极点 . 
解 ， 取 B, 0 为 生成 多 的 射影 线束 的 中 心 . 
(a) 参 看 图 9-3(a), 令 卫 B=5, XO~6, 假 设 对 关于 多 的 极 线 是 5, 6 于 B", 0", 则 于,B" 
调和 分 阳 必 的 在 5 上 的 两 点 , 子 , 0" 调和 分 隔 名 的 在 c 上 的 两 点 ,那么 作 图 步骤 是 ， 人 分 
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图 9-3 


别 确定 多 的 在 5 和 c 上 的 第 二 个 点 B 和 05 (过 分 别 确定 关于 B, B' 和 0O, 0' 的 调和 共 思 
点 B", O"; (ii 连结 怪 O 
(b) 参 看 图 9-3(5), 令 BH.w= 了 , O08.w=Z, 根据 定理 9.9, 2 的 极点 同时 在 了 和 攻关 于 
% 的 极 线 上 , 作 图 步 又 是 (i) 分 别 确定 名 的 在 BZ 和 YO 上 的 第 二 个 点 B' 和 0'; (记分 别 
确定 了 关于 0, 0' 和 召 , B 的 调和 共 轿 点 忆 和 ,及 Z 关 于 如, 0 和 B,B' 的 调和 共 轿 点 
了 和 Vi (i 让) 作 BS 和 TU 的 交点 (或 确定 2 上 任意 两 点 的 极 线 的 交点 ). 

9.4 ”证明 : 若 一 个 点 在 一 条 直线 上 变动 (形成 点 列 ) , 则 它 关 于 给 定 二 次 曲线 的 极 线 在 
与 此 点 列 成 射影 相关 的 线束 中 变动 . : : z 

证 明 ， 虽 然 结 论 是 相同 的 , 但 证 明 要 分 直线 是 或 不 是 此 二 次 曲线 的 切线 两 种 情况 ， 首 
先 假设 点 一 ( 见 图 9-4(q) ) 在 一 条 非 切 线 m 上 变动 ，m 关于 二 次 曲线 的 极点 是 M.， 取 忆 为 
二 次 曲线 上 的 一 个 定点 ， 使 直线 PR 和 RM 在 二 次 曲线 上 分 别 确 定点 S, 人 直线 PT 确定 
二 次 曲线 上 的 点 口 。 再 设 RU.STN， 根据 作法 , PMN 是 完全 四 点 形 RSTU 的 对 角 三 


qd 
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角形 , MN 一 n 是 P 的 极 线 ， 现 在 ,在 图 中 ,直线 % 和 点 及 了 ,也 是 国定 的 ,显然 , 当 了 在 
上 变动 时 ,直线 m 在 上 变动 , 则 由 (让 (P，…) 天 (RP,…) 天 (78，…) 天 (MN，…), 可 得 
(P, *) KUN, 7°). 

其 次 ,假定 卫 点 ( 见 图 9-4(5)) 在 直线 g 上 变动 ,9 切 一 次 曲线 于 @, 设 情 是 二 次 曲线 机 
条 固定 切线 的 交点 , 令 PR 六 ,并 作出 它 的 极点 8, 因 为 了 在 s 上 ,根据 定理 9.9, 它 的 极 线 
在 8 上 ,又 因为 在 g 上 , 它 的 极 线 在 Q 上 ,于 是 QS 是 了 的 极 线 ， 现 在 , 当 也 在 9 上 变动 
时 ,有 

GD) (P, *)R CBP, )A(S, )K(Q8, *) 有 CP, *…)K (QS, »). 

9.5 证 明 ， 若 完全 四 线形 的 两 对 对 顶点 是 关于 二 次 曲线 的 共 二 点 , 则 第 三 对 对 顶点 也 
是 关于 此 二 次 曲线 的 共 椰 点 ， 
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证 明 ， 在 图 95 中, 设 4 和 卫 , 号 和 好 是 完全 四 线形 pors 的 两 对 对 顶点 ， 它 们 关于 二 
次 曲线 多 (未 画 出 ) 是 共 罗 的 。 我 们 要 证 明 刀 和 和 也 关于 名 共 罗 ， 4 了, D 关 于 名 的 极 
线 和 边 7 的 交点 分 别 记 为 4，B', D', 现在 4 B', D' 也 是 4, B, D 关于 在 直线 ?上 的 名 
的 两 点 的 调和 共 思 点 ， 所 以 4, 4 B, B4 D, 也 是 上 点 的 一 个 对 合 的 三 对 互 道 点 . 

根据 定理 6.4 风 直线 4 工 , B'M, D'N 在 一 点 下 上,: 因 为 4' 和 工 都 在 锅 关于 多 的 极 
线 上 ,所 以 这 条 极 线 是 4 工 , 同 理 , B'M 是 B 关 于 儿 的 极 线 ,于 是 玉 是 的 极点 ,而 且 也 在 
7 上 ,D' 在 关于 名 的 极 线 上 ,所 以 D'K 是 DD 的 极 线 ， 最 后 , 因为 DK 罕 入 上 , 所 以 也 
和 太 是 关于 多 的 共 邢 点 . 

9.6 证 明 ， 若 三 角形 PQR 内 接 于 二 次 曲线 ， 则 与 它 任 一 边 共 罗 的 直线 交 其 余 两 边 于 
一 对 共 示 点 ,反之 亦 然 ， 

证 明 ， 假 设 4 是 与 PQ 共 轿 的 已 知 直线 上 的 极点 , 则 4 在 PQ 上 ( 见 图 9-6), 设 AR 再 
交 二 次 曲线 于 8, 作 完 全 四 点 形 PQRS, 其 对 角 三 角形 是 4BO, 现在 4BO 是 关于 二 次 曲线 
的 自 配 极 三 角形 , 直线 BO( 它 的 极点 在 PQ 上 ), 满足 命题 的 假设 , 而且, 点 B, CO 是 关于 二 
次 曲线 的 共 斩 点 ， 于 是 命题 得 证 . 

反之 , 设 4' 是 已 知 直线 的 极点 , 这 条 直线 交 PR 和 QR 于 一 对 共 斩 点 ， 设 A'R 再 交 二 
次 曲线 于 S, 作 完全 四 点 形 PQRS， 在 这 个 四 点 形 中 , PR 上 的 B 和 QR 上 的 O( 它 们 是 对 
角 三 角形 的 顶点) 是 一 对 共 轿 点 ， 于 是 直线 BO 满足 命题 的 假设 ， 因 为 BC 的 极点 是 唯一 
的 ,所 以 4' 就 是 PQ 上 的 4 点 ,于 是 BO 和 PQ 是 共 示 的 ， 命 题 得 证 . 
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图 9-7 


9.7 证 明 ， 若 三 角形 4BO 和 三 角形 卫 了 2 都 外 切 于 一 条 二 次 曲线 乡 , 则 它们 的 六 个 
顶点 在 另 一 条 二 次 曲线 多 上. 
证 明 :， 把 图 9-7 中 的 二 次 曲线 各 看 作 是 直线 BO 和 了 2 上 的 两 个 射影 东 的 对 应 点 的 
连 线 生 成 的 ， 令 BO. XY =D, BO. XZ-B YZ.AB-V, 了 GZ .4O= 卫 ， 则 
(8B, D, E, O)A(V, Y, 2, W). 
四 (区 有 XD, XE, YO)RK(B, D, E, OA(V, Y, 3, WRCAV, AY, AZ, AW), 


所 以 (XB, XD, XE, VAY, 47 , A2Z，,，AW), 根 据 定义 ,这 个 射影 生成 的 二 次 曲线 


包括 4, 三 , B, 了, 0, 2. 
9.8 证 明 . 车 两 个 三 角形 是 关于 一 条 二 次 曲线 

” 自 配 极 的 ， 则 它们 的 六 个 顶点 在 一 条 二 次 曲线 
上 . 
证 明 :， 考 虑 图 9-8 中 关于 二 次 曲线 儿 的 自 
配 极 三 角形 4BC 和 了 XYZ, 令 BO 了 一 矿 BO。 
XZ=W, 了 Z.AB=D, 了 7 了 G.4O= 劝 ， 关 为 和 在 
Y BO 30 它 关 于 名 的 极 线 在 4 上 , 又 因为 在 XY 

图 9-8 , 它 的 极 线 在 多 上 (定理 9.9)， 所 以 关于 多 的 

极 线 是 4Z. 同 理 ， W, D, B 关于 避 全 折线 分 别 47 , XO, 革 B， 根 据 定理 9.10 和 


”2.10, 有 


(B, W, V, 0) A(A0, AY, AZ, AB) 灾 (BE, Y, 2, D) 
A(XB, XZ, XY, FO)ACXO, XY, XZ, IB, 
所 以 (40, AY, 42, 4B) 入 (XO, 了 了, XZ, 卫 B), 因 而 4, B, 0, 了 ,了 ,2 在 一 条 一 次 
曲 八 上 .， 
9.9 证 明 ， 若 二 -次 湖 线 多 的 一 条 切线 变动 时 ， 它们 切 点 的 连 线 切 于 另 一 条 二 次 曲线 
多, 则 切线 的 交 扣 在 第 三 条 二 次 曲线 上 , 
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证 明 ， 设 4 是 多 ' 的 动 切线 ,那么 它 关 于 名 的 极点 卫 是 多 的 2 上 两 点 处 切线 的 交点 ， 
我 们 要 证 明 , 当 % 在 多 ' 上 变动 时 ,也 在 一 条 二 次 曲线 多 ”上 变动 . 
记 名 ' 的 两 条 定 切线 为 4, 1 令 ga 一 和 02 一 总 1 则 名 /可 以 看 作 是 由 射影 ， 
oR1, ，…) 及 8 不 和) 
生成 的 ，a, 2 > 是 关于 名 的 极点 , 分 别 记 为 4 了 3， 互 ， 又 因为 ”变动 时 ，q, 8 不 动 。 所 以 
和 变动 时 ，4, B8 也 不 动 ， 现在 4 不 是 和 1; 关于 名 的 极 线 ，B 了 是 于 /关于 名 的 极 线 ， 当 
1 在 4 上 变动 时 , 它 关 于 名 的 极 线 在 4 上 变动 ,根据 定理 9.10, 有 
a(X1, ACAR, …), 
同 理 bXY, …) (BRT, …). 
于 是 (A 及 ，…) 天 (B 及 ,，…)， 
即 这 个 射影 生成 二 次 曲线 多" 


图 9-9 
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9.10 完成 定理 9.7 的 证 明 。 即 证 明 : 车 B 是 二 次 曲线 上 的 任 一 国定 点 , 有 是 二 次 曲 
线 上 的 动 点 ,5, z 分别 是 二 次 曲线 在 B, 下 处 的 切线 , 则 (B 及 ,…) 大 (5b.w,，…). 

9.11 对 于 一 条 完全 画 出 的 二 次 曲线 , 作出 了 的 极 线 ， (a) 忆 在 曲线 内 部 ;，(b) 己 在 曲 
线 上 ; (0)P 也 在 上 曲线 外 部 . 

“9.12 对 于 习题 9.11 中 的 二 次 曲线 ， 作 出 直线 p 的 极点 . (a)2 和 二 次 曲线 有 两 个 公 

共 点 ; (b)2 切 于 二 次 曲线 ; (o)2 和 二 次 曲线 没有 实 交点 ， 

9.13 证 明定 理 9.9， 要 考虑 三 种 情况 : 卫 在 曲线 内 部 ; PP 在 曲线 上 ; 卫 在 曲线 外 部 . 

9.14 二 次 曲线 多 由 其 上 四 个 点 和 其 中 一 点 处 的 切线 给 出 ， 作 出 一 已 知 点 关于 多 的 
极 线 和 一 己 知 直线 关于 多 的 极点 : 
提示 ; 设 儿 上 的 4, B, 0, DD 和 在 BB 点 的 切线 5 已 给 出 , 令 下 是 不 在 多 上 的 一 点 ， 取 4 
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B 作为 生成 多 的 线束 的 中 心 , 作出 4, 站 B, 及 0 交 多 的 第 二 个 点 4，B', 0',， 考 虚 完 全 
四 点 形 44’BB' 和 BB’OO”. . 

9. 二 一 条 二 次 曲线 儿 由 其 上 三 点 和 其 中 两 点 处 的 切线 给 出 .“ 作 一 个 已 知 点 关于 名 
的 极 线 和 -- 已 知 直线 关于 多 的 极点 . 

9.16 作出 一 已 知 点 关于 二 次 曲线 多 的 极 线 和 一 已 知 直线 关于 名 的 极点 ; (YG 由 它 
的 四 条 切线 和 其 中 一 条 切线 上 切 点 给 出 ; (b) 多 由 它 的 三 三 条 切线 和 其 中 两 条 的 切 点 给 出 . 
提示 ， 先 找 出 足够 的 切 点 ,然后 利用 习题 9.15， 
9.17 作出 二 次 曲线 多 ,已 知 ， 
(a) 它 的 三 个 点 和 不 在 多 上 的 点 卫 关 于 多 的 极 线 如 
(b) 它 的 一 个 点 和 不 在 上 的 两 个 不 同 点 了, Q 的 极 线 p，g 
(0) 它 的 两 个 点 和 一 个 自 配 极 三 角形 .为 什么 这 里 多 不 一 定 是 唯一 的 ? 
(d) 它 的 一 个 点 和 在 这 点 处 的 切线 以 及 关于 它 的 一 个 自 配 极 三 角形 。 

9.18 若 4, B, 0, DD 是 一 条 直线 上 的 四 点 ,使 得 : 互 (4，B;O, D). 证 明 4 B, 0,D 
关于 二 次 曲线 多 的 极 线形 成 一 个 调和 集 .。 

9.19 证 明 ， 若 一 个 三 角形 的 两 个 顶点 是 它们 的 对 边关 于 一 条 已 知 二 次 曲线 的 极点 ， 
则 第 三 个 顶点 是 它 的 对 边 的 极点 . 

9.20 证明 若 了， Q 都 是 第 三 点 关于 一 已 知 二 次 曲线 的 共 孝 点 , 则 R 关 于 此 二 次 
曲线 的 极 线 是 PQ， 

9.231 证 明 ， 若 了 YZ 是 一 个 关于 二 次 曲线 的 自 配 极 三 角形 ,， 则 它 有 且 仅 有 一 个 顶点 
在 曲线 内 部 . 

9.22 在 图 9-7 中 ,证 明 4, D, 加 ,五 ,7， 玉 在 一 条 二 次 萌 线 上 . 

9.23 在 图 9-8 中 ,证 明 已 知 三 角形 的 六 条 边 在 一 条 二 次 曲线 上 ， 

9.24 设 了 YZ 是 一 个 关于 二 次 曲线 多 的 自 配 极 三 角形 ，(a) 在 多 上 任 取 一 点 4， 作 
一 个 内 接 于 多 且 以 卫 了 2 为 对 角 三 角形 的 完全 四 点 形 ， 这 个 四 点 形 是 唯一 的 吗 ?(〈b) 在 儿 
上 任 取 一 条 直线 g， 作 一 个 外 切 于 多 且 以 了 了 2 为 对 角 三 角形 的 完全 四 线形 ， 这 个 四 线形 
是 唯一 的 吗 ? 

9.25 验证 习题 9.4 中 的 人 和 ( 划 ). 
提示 (i) 只 要 用 到 前 面 的 定义 ; (过 还 需 用 到 (i). 

9.36 证 明 ， 若 @，5 是 二 次 曲线 多 上 两 个 点 ，4，O 是 Q8 关于 多 的 任 一 共 罗 育 线 
上 的 一 对 共 罗 点 , 则 4Q.08 和 48.0Q 在 多 上 . 
提示 ， 设 4Q,，48 分 别 与 多 交 于 了 ,RR, 则 4, O 是 四 点 形 POR 的 对 边 点 . 

99.2 和 7， 证明， 与 一 个 三 角形 的 两 边 交 于 两 个 关于 二 次 曲线 多 的 共 力 点 的 直线 通过 这 
个 三 角形 第 三 边 的 极点 . 

9.28 叙述 并 证 明 习 题 9.9 的 对 侦 . 

9.29 证 明 ， 若 4 和 4 是 关于 二 次 曲线 名 的 共 轿 点 ,44' 交 多 于 点 了 , Q, 则 互 (P， 
Q; 4, A). 
提示 : 设 4 在 Q 外 ,考虑 以 卫 Q@ 为 顶点 ,4 为 对 边 点 的 任 一 内 接 四 点 形 . 

9.30 ”证明 ， 若 在 点 O 上 的 直线 a 和 是 二 次 曲线 的 两 条 固定 切线 ,z, 邓 是 名 的 
”只 一 条 切线 及 其 切 点 , 则 4 和 5% 被 和 了 调和 分 隔 ， 其 中 了 是 sm 和 点 0 的 极 线 


! 


| 
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的 交点 . 

9.31 设 2 9 是 两 条 关于 二 次 曲线 多 不 共 轿 的 直线 ,证 明 . (a)p 上 的 每 一 点 卫 在 9 上 
有 一 共 轿 点 @，(b) 若 8 如 (a) 中 那样 确定 ， 则 点 列 p(P,…) 和 gg(Q@, …) 是 射影 对 应 的 , 仅 
当 2".9 在 乡 上 时 ,这 个 射影 是 一 个 透视 . 

9.32 证 明 ， 当 子 在 一 已 知 直 线 上 变动 时 ， 脏 关于 两 条 已 知 二 次 曲线 的 极 线 的 交点 
在 第 三 条 二 次 曲线 上 . 

9.83 ”证明 ， 若 一 已 知 二 次 曲线 的 每 条 切线 交 另 一 二 次 曲线 多 于 两 点 ， 则 多 在 这 两 
点 的 切线 的 交点 在 第 三 条 二 次 曲线 上 . 
提示 : 利用 图 9-9. z 

9.34 证 明 ， 若 两 条 二 次 曲线 多 和 儿 ' 有 四 个 公共 点 和 四 条 公共 切线 , 则 也 有 一 个 公 
共 的 自 配 极 三 角形 . : 
提示 : 设 , Q@, 必 有 四 个 公共 点 ,4, 了 O 是 以 四 条 切线 为 边 的 四 线形 的 对 角 三 角形 的 顶 
点 ,PA4 交 BO 于 互 ,再 交 两 条 二 次 曲线 于 和 和 了 ,那么 五 (P, Xi 4, 了 ), H(P, 了,; 
4 和) 上 且 点 4, 了 , Q 共 线 . 同 理 ,点 4, 五 , 5 共 线 , 4 是 PQRS 的 对 角 三 角形 的 一 个 顶 

9.35 证 明 : 若 两 个 完全 四 点 形 有 相同 的 对 角 三 角形 , 则 它们 的 八 个 顶点 或 者 (a) 四 点 
一 组 分 别 在 二 条 直线 上 或 者 (b) 在 一 条 二 次 曲线 上 . 
提示 设 四 点 形 为 PQRS 和 PQ'R'S’, 以 4=PQ.RS=P'Q'.R'S', B=- PR.QSeP'R'. 
Q'S', 0=PS8.QR= 了 P'S'.Q'R' 为 对 边 点 ， 对 于 (a), 假 定 P, Q, P' 共 线 , 证 明 P, Q, P', @/ 
一 定 共 线 ; 对 于 (bb) 假定 八 个 顶点 中 任何 三 点 都 不 共 线 , 把 PP, 8, BR, 8, P' 上 的 二 次 曲线 记 
为 儿 , 利用 共 罗 点 4 和 D=AP'.BO, 并 应 用 习题 9.29. 

9.36 证 明 : 若 两 条 二 次 曲线 交 于 四 个 点 , 则 它们 在 这 些 点 处 的 八条 切线 或 者 (a) 四 条 
一 组 分 别 在 两 个 点 上 ,或 者 (b) 是 一 条 二 次 曲线 的 包 络 ， 


第 十 章 “ 巴 斯 卡 定理 和 布 利安 桑 定 理 ， 
$10.1 基本 内 容 


1. 巴 斯 卡 定理 | 
巴 斯 卡 在 1640 年 证 明了 (网 图 10_1(a)) 罗 
定理 10.1( 巴 斯 卡 定理 ) 若 一 个 简单 六 边 形 A14,.4A3AsAsile 内 接 于 一 条 二 次 曲线 ， 则 
它 的 三 组 对 边 的 交点 1 
.R=A4ids: hsAs, S= A,A,. 4546 T= 4s4 Ae A 
共 线 (证 明 见 习题 10.1). 


图 10-1 


定理 10.1 中 的 直线 RST 称 为 六 边 形 414，,484。4546 的 巴 斯 卡 线 . 

巴 斯 卡 定理 的 逆 定 理 是 : 

定理 了 如 .2 若 一 个 简单 六 边 形 的 三 组 对 边 的 交点 共 线 , 则 这 个 六 边 形 的 顶点 在 一 条 二 
次 曲线 上 . 

这 个 定理 也 是 成 立 的 ， 而 且 此 定理 给 出 了 由 五 个 给 定 的 点 (其 中 没有 三 个 点 共 线 ) 确 定 
的 二 次 曲线 的 另 一 种 作法 (证 明 见 习题 10.2， 作 法 见习 题 10.3). 

对 于 由 两 个 不 同 点 列 组 成 的 奇异 二 次 上 曲线, 巴 斯 卡 定理 变 为 巴 普 斯 定理 .因此 , 巴 普 斯 
定理 有 时 称 为 巴 普 斯 - 巴 斯 卡 定理 . 


2. 布 利安 又 定理 


布 利安 桑 在 1806 年 证 明了 巴 斯 卡 定理 的 对 偶 ( 见 图 10-1(5))， 
定理 0. ( 布 利安 又 定理 ) 若 一 个 简单 六 边 形 wawagsasasas 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ， 则 
它 的 三 组 对 顶点 
人 一 《910a) (44:45), S= (0a aa) (Qs5° de), t= (aqs 4) (G801) 


的 连 线 共 点 (证 明 见 习题 10.4)， 


$io.i 基本 内 容 1 

定理 10.1 中 的 点 ?8 称 为 六 边 形 aigacaasasae 的 布 利安 时 点 ， 

布 利安 桑 定 理 的 逆 定 理 是 ， 

定理 了 .2 ” 若 一 个 简单 六 边 形 的 三 组 对 项 点 的 连 线 共 点 ， 则 这 个 六 边 形 的 边 外 切 于 一 
条 二 次 曲线 . 

这 个 定理 也 是 成 立 的 ， 并 且 给 出 了 由 五 条 给 定 直 线 (其 中 没有 三 条 共 点 ) 确 定 的 二 次 曲 
线 的 另 一 种 作法 . 

对 于 由 两 个 不 同 线束 组 成 的 奇异 二 次 曲线 , 布 利安 桑 定理 变 成 巴 普 斯 定理 的 对 侦 . 


3 巴 斯 卡 定理 的 特殊 情况 


在 巴 斯 卡 定理 的 证 明 中 ， 我 们 采用 的 是 在 六 边 形 的 两 个 顶点 4s 和 44( 由 我 们 选取 ) 上 
的 两 个 线束 之 间 的 射影 ( 见 图 10-1(c) ) 关系 ; : 

(i) (4s41, 4s4s， 4s4s，Ash6) 玉 (4s41，444s，A4As，Ash6). 在 这 个 射影 下 ,作为 4， 
上 的 线束 中 的 一 条 直线 4s44 的 对 应 直线 是 二 次 曲线 在 点 4As 处 的 切线 夫 _ 于 是 (i) 也 可 以 
改写 为 : 
(ii) (4As41，AshAs， As44，Ashe) 玉 (A441，A44s， hshe) 这 个 射影 涉及 一 个 内 接 于 
二 次 曲线 的 简单 五 边 形 444s4s444。 和 二 次 曲线 在 五 边 形 的 一 个 顶点 处 的 切线 ( 见 图 
10-2) ,于 是 ,如 在 习题 10.1 中 一 样 , 我 们 有 ; 

(U, S, As, Ao) 天 (4241 AsAs, Asds, AsAo) 大 (4441 Asds, t, A.Ae) 
A(dA1, T, V, 46)， 

所 以 (D, 8, hs A)K (hs, T, V, ho) 
ReUA: 4 在 ST 之 上 ， 我 们 证 明了 ， 


图 10-3 图 10-3 


定理 10.3 若 一 个 简单 五 边 形 内 接 于 二 次 曲线 , 则 在 它 的 一 个 顶点 处 的 切线 与 这 点 的 
对 边 的 交点 和 其 它 两 组 不 相 邻 的 边 之 交点 共 线 . 

如 果 我 们 把 五 边 形 及 其 切线 看 成 是 一 个 退化 的 六 边 形 , 则 更 方便 。 这 个 退化 六 边 形 的 
两 顶点 (在 这 里 是 44 和 4s) 重 合 ,并 记 此 点 为 44o 在 此 点 处 的 切线 记 为 如 s( 注 意 , 当 4 和 
45 沿 着 二 次 曲线 趋 于 重合 时 ; 六 边 形 的 边 A464s 趋 于 极限 位 置 一 一 切线 4,s);” 根据 连续 性 
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原理 , 它 首 先 由 上 席 塞 勒 公式 化 , 我 们 假定 ， 图 形 在 连续 变化 时 ， 它 的 某 一 性 质保 持 不 变 ， 那 
么 这 一 性 质 在 它 的 极限 位 置 时 成 立 。 于 是 4i4as* 因 5 一 尼 ，4a4s.46445s 一 8，4s4454c41 

一 了 ,正如 定理 所 需要 的 那样 ,RBR,，S, 7 共 线 . 

同 理 可 得 . 

定理 10.4 阁 一 个 简单 四 边 形 内 接 于 二 次 曲线 ， 则 在 它 的 一 组 对 顶点 处 的 切线 的 交 
点 , 和 它 的 两 组 对 边 的 交点 共 线 . 

定理 10.5 若 一 个 三 角形 内 接 于 二 次 曲线 , 则 在 它 的 各 顶点 处 的 切线 分 别 与 其 它 对 边 
的 交点 共 线 . 


4. 布 利安 又 定理 的 特殊 情况 


取 上 节 的 对 偶 或 实施 上 节 的 类 似 过 程 ， 我 们 得 到 / 

定理 10.8” 若 一 个 简单 五 边 形 外 切 于 二 次 曲线 , 则 它 的 一 边 上 的 切 点 和 这 边 所 对 顶点 
的 连 线 与 其 它 两 组 不 相 邻 顶点 的 连 线 共 点 ， 

定理 10.4 和 若 一 个 简单 四 边 形 外 切 于 二 次 曲线 ， 则 在 它 的 两 条 对 边 上 的 切 点 的 连 线 ， 
和 四 边 形 的 两 组 对 顶点 的 连 线 共 点 . 

定理 10.5” 若 一 个 三 角形 外 切 于 二 次 哟 线 , 则 各 顶点 与 其 对 边 上 的 切 点 的 连 线 共 点 . 


5. 逆 定理 


定理 10.8~10.5 的 逆 定 理 是 . 

定理 10.6 若 过 简单 五 边 形 一 顶点 的 直线 和 这 顶点 的 对 边 的 交点 与 其 余 两 组 不 相 邻 
边 的 交点 共 线 , 则 此 直线 是 外 接 于 这 五 边 形 的 二 次 曲线 的 切线 . 

定理 10.7 老 在 一 简单 四 边 形 一 对 对 顶点 上 各 作 一 条 直线 , 这 两 条 直线 交 在 四 边 形 对 
边区 所 的 连 线 上 , 则 这 两 条 直线 是 外 接 于 四 边 形 的 二 次 曲线 的 切线 . 

定理 10.8 符 过 一 三 角形 每 个 项 点 的 直线 分 别 与 这 顶点 的 对 边 相交 于 共 线 三 点 ， 则 这 
三 条 直线 都 是 外 接 于 三 角形 的 二 次 曲线 的 切线 . 

这 些 定理 都 成 立 ， 而 且 定 理 10.8'~10.5 的 逆 定 理 ( 定 理 10.6~10.8 的 对 偶 ) 也 成 立 ， 
这 里 的 每 一 个 定理 给 出 了 第 八 章 提出 的 那些 作 图 问题 的 另 一 作法 . 为 此 ， 可 参看 习题 
10.5 必 10.7. 


6. 相伴 rn 点 组 和 线 组 


内 接 于 二 次 曲线 多 的 任何 简单 ”点 形 (顶点 在 多 上 的 任何 完全 mn 点 形 ) 和 由 多 在 这 
些 项 后 的 切线 组 成 的 简单 % 线 形 ( 边 是 多 在 ”点 形 的 顶点 处 的 切线 的 完全 wm 线形) 称 为 相 
伴 的 ， 

考虑 内 接 于 二 次 曲线 名 的 简单 六 边 形 41424，44s4sde( 见 图 10- 人 及 其 相伴 wxcaaaaaasae， 
内 接 六 边 形 的 巴 斯 卡 线 是 p= RST,， 令 Gi = Pi, daa = Ps, Ga a= Ps, Wy° os= Py, Gs* me 
一 了 5，Qe*t1 一 Pe。， 因 为 PiPs 是 呈 关 于 名 的 极 线 , PaPs 是 S 的 极 线 , PePs 是 了 的 极 线 ， 
这 些 直 线 的 交点 卫 是 p 关 于 名 的 极点 ， 点 召 也 是 外 切 六 边 形 的 布 利安 又 点 ,因而 有 

定理 如 .9 ”内 接 于 二 次 曲线 0 的 任 一 简单 六 边 形 的 巴 斯 卡 线 是 它 关 于 0 的 相伴 六 边 
形 的 布 利安 桑 点 的 极 线 ， 反 之 , 外 切 于 二 次 曲线 O 的 任 一 简单 六 边 形 的 布 利安 又 点 是 关于 


ne i 一 
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图 10-5 


O 的 相伴 六 边 形 的 巴 斯 卡 线 的 极点 . 

下 面 考 虑 顶点 P,Q,，R, S 在 二 次 曲线 多 上 的 完全 四 点 形 ( 见 图 10-5) 和 它 的 相伴 完全 
四 线形 ,应 用 定理 10.4 于 四 点 形 
PQRS, 有 PQ.:RS=A4, PS.QR=B, pr ,9"8 共 线 . 
PRSQ 有 了 PR.QS=OCO PQ. RS=A, ps, g*7 共 线 . 
PSQR, 有 PS.QR=B, PR.QS=0O, pg, 3 共 线 ， : 
PQRS' 的 对 角 三 角形 的 顶点 是 4, B,O,pgrs 的 对 角 三 角形 的 边 是 (2p*9) (7*8), (Dp*8) (g*7)， 
《p*"7) (qs) ,它们 依次 是 直线 B80, 04, 4B， 我们 证 明了 . z 

定理 10.10 顶点 在 二 次 曲线 上 的 任 一 完全 四 点 形 和 它 关 于 此 曲线 的 相伴 完全 四 线形 
有 相同 的 对 角 三 角形 . 
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$10.2 问题 及 其 解 


10.1 证 明 ， 若 一 个 简单 六 边 形 内 接 于 二 次 曲线 , 则 它 三 组 对 边 的 交点 共 线 ， 

证 明 ， 在 图 10-6 中 把 二 次 曲线 多 上 的 点 A414, 4，，As，4。，A;，A。 作为 简单 六 边 形 
4i4a4s444546 的 顶点 ， 令 4a42- 4445 一 RR， 44s. A454ho 一 S，AsA4.-A641 一 T, 我 们 要 证 明 
RR, S, 了 了 共 线 ， 


AiA, . A,As = U 3 Aide . A,As Li V., 
从 (UU, S, A;, As) 入 (Asdi, 43a43， 4345， A4346) 人 (AsA1, A,As, 444s， 4.46) 入 (Ay, 1, 
V, As) » 可 得 | 


必 


(U, S, As, Ao) (Ay, 了 了， V, 46)， 
但 是 这 是 一 个 透视 .于 是 440，87,，4sF 共 点 于 RB, 所 以 B, 5, 下 共 线 . 
10.2 证明. 车 一 个 简单 六 边 形 三 组 对 边 的 交点 共 线 , 则 六 边 形 的 顶点 在 一 条 二 次 曲线 
上 . 
证 明 ， 考 虑 图 10-6 中 的 简单 六 边 形 414。4s4sds4e, R= hi14s' hi4s, S= Ashs. AsAs, 


了 一 hs44. 4s41 共 线 . 令 U=414s*Ash6o, V=Aihe'44ds. 由 (U, 8, 4s, 4)Ca, 2, 
V，A6) 可 得 射影 
(AsA1, AsAs, AsAs, Ashe) A(Asdi, AsAa, AiAs, As4he). 

这 个 射影 生成 一 条 二 次 曲线 , 点 41，4。，As。，44，4;， he 根据 定义 都 在 其 上 ， 

10.3 已 知 二 次 曲线 多 上 五 个 不 同 点 ,利用 定理 10.2 作出 名 上 另 一 点 . | 

解 。 如 图 10-6 所 示 . 设 已 知 点 是 4 4a，4s，44 45, 在 41 上 任 取 一 直线 ， 它 不 同 于 

41 和 其 它 已 知 点 的 连 线 、 问题 可 更 具体 地 化 为 求 这 条 直线 与 多 的 第 二 个 交点 .4e， 为 此 ， 
记 这 条 直线 为 ful， 现在 414s* 444s= R44yle,1=7T, BT~p 为 六 边 形 的 巴 斯 卡 线 . 且 
一 434s"p, 但 是 8S 一 44a* Ashe, 所 以 46 在 45sS 上 ,于 是 4e= 4sS 1. 
注意 工 所 选 的 直线 实际 上 可 能 在 41 点 与 多 相 切 . 在 这 种 情况 下 , 可 选择 在 41 上 另 一 搞 
直线 作为 l6,1, 并 重复 上 述 作 法 . 
注意 2. 附 在 已 知 点 上 的 记号 是 无 关 紧 要 的 ， 建 议 读者 把 向 训 记 为 Ay, 4 4 As, As, 
在 4a 选择 某 一 直线 作为 ls,4, 并 确定 在 它 上 面 的 44 点 . 

10.4 证 明 , 车 一 个 简单 六 边 形 外 切 于 一 条 二 次 时 线 , 则 它 的 三 组 对 顶点 的 连 线 其 点 z 
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证 明 ， 在 图 10-7 中 , 把 二 次 曲线 多 的 六 条 切线 四 ， om，aua; ga，ow5, as 作为 简单 六 边 形 


的 边 ， 令 (al'qa) (Ga 05) 一 中 ， (Ga 3) (G5 00) 一 8，(Qs*04)* (qo m1) 一 ,我 们 要 证 明 7?,s, it 共 

令 (Qi1' 82) (G5* 06) =U, (qd1° 46) (aa 
%5) 一 0%， 由 
(wu, s, &s, te) (gagi, Wots, Wads, aaa6) 

A (Gsm1, Wats, ss, ste) 
Km, t, 9, ge) 
名 得 

(2 8, as, ae) 大 (au t, v, 9e). 

但 这 是 一 个 透视 ， 于 是 av st as% 
共 线 于 ”所 以 mm 8 t 共 点 . 

注意 ， 下 列 问题 已 知 二 次 曲线 才 
上 五 条 不 同 直 线 , 即 儿 的 五 条 不 同 切线 ,作出 & 的 另 一 条 直线 一 一 是 习题 10.3 的 对 偶 , 其 
作法 留 给 读者 解决 . 

10.5 已 知 二 次 曲线 多 上 四 点 和 其 中 一 点 处 的 切线 , 确定 名 上 上 另 一 点 . 

解 ， 设 已 知 点 是 ha，4a 4 省 且 
切线 在 4 上 , 记 42 为 Ai,s, 切线 为 ,， 
( 见 图 10-8)， 在 4s 上 任 取 一 直线 , 它 
不 同 于 4s 与 其 它 已 知 点 的 | 入 线 ， 记 为 
ts,e。 我 们 要 作出 ws 各 的 第 二 个 交 
点 As. 现在 ti,a* AsAs=B, AsAs :ls,6= 
S, 2 一 BRS 是 巴 斯 卡 线 , 且 T= 4sd4p= 
4s444641 于 是 46 一 4115e. 


图 10-7 


图 93 10.6， 已 知 二 次 曲线 多 上 的 三 条 
直线 (切线 ) 和 其 中 两 条 上 的 切 点 , 作出 多 上 另 一 条 直线 . 
解 ， 参 看 图 10-9, 其 中 已 知 的 部 分 是 ; 直线 gr,s 及 其 切 扣 71,s， 直线 m8,4 及 其 切 点 Ts,4 
以 及 直线 ws. 在 gs 上 取 一 点 , 它 不 同 于 任何 已 知 点 , 记 为 Ps,e。。 我 们 要 在 Ps:。 上 作出 CO 上 
的 直线 ae， 现 在 ，7 一 Taa(qGsqj，8 一 (aaa) Ps,e,，B=7"s 是 布 利安 双 点 ， 且 i=BT;,,= 
Ta,4 (W601,2) ,于 是 Ge = Ps,e(m,2°t). 
S018 


”图 10-10 
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10.7 已 知 二 次 曲线 多 上 的 五 条 直线 ,确定 其 中 一 条 上 的 切忌， 

解 ， 参 看 图 10-10, 其 中 已 知 直 线 是 41，6s,s， m4, 4s，06; 我 们 要 作出 aas 上 的 切 点 Ts,s。 
现在 ?一 (ai'aa,s) (G4:05)， 8 二 (09,8*04) (Ger 41)， B= 一 r+*8 是 布 利安 又 所 , 且 t= Blas*o), 于 
是 了 as 一 如 aa,s. 

10.8 利用 巴 普 斯 定理 证 明 笛 沙 格 双 三 角形 定理 . 

证 明 ， 考 虑 图 10-11 中 通过 点 成 透视 的 三 角形 ，4434s 和 BiBsBs， 我 们 要 证 明 
4443.DiDa 一 卫 ， A,4s. BaBs=M, AsA1* BsBi=N 共 线 ， 为 了 利用 巴 普 斯 定理 ， 我 们 还 必须 
有 另外 的 共 线 三 元 点 组 , 至 少 我 们 找 出 A14。: BsBs=S, 41B,* 4sBs=71, 

2 Aihs: PS=U, BiBs: PB aT. 


由 1 ' 
CR 
竺 于 1 


ft 


图 10-1 


利用 共 线 三 元 点 组 了 P，B，。，4s 和 41，4s,S, 根 据 巴 斯 卡 定 理 PA4s.41B,=7T, PS'. 4,4， 
=U, As4As* BsS = 及 共 线 . 

同 理 , 利用 共 线 三 元 点 组 了 P，A1， Bl 和 Bas，Bs，S, 我 们 得 到 了 ,了 VF, 共 线 .最 后 , 利用 
共 线 三 元 点 组 41, 局, 了 和 六,U, 8S, 有 了 上， 以 ,WN 共 线 . 

篇 沙 格 定理 的 逆 定 理 的 证 明 留 作 练 习 . 
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10.9” 取 五 个 不 同 点 (其 中 任何 三 点 都 不 共 线 )， 找 出 由 它们 确定 的 二 次 曲线 上 的 若干 
个 点 . 
10.10 到 五 条 不 同 直线 (其 中 任何 三 条 都 不 共 点 ), 找 出 由 它们 确定 的 二 次 曲线 上 的 车 
干 条 直线 . 

10.11 利用 图 10-12 和 图 10-12', 对 于 奇异 二 次 曲线 ,证 明 巴 斯 卡 定理 和 布 利安 桑 定 
理 ， 
提示 ， 伪 照 习题 10.1 和 10.4. 
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C3 


1 


图 40-1% 


10.12 已 知 二 次 曲线 名 上 五 个 不 同 点 , 作 其 中 任意 两 点 处 儿 的 切线 ， 

10.13 已 知 二 次 曲线 多 上 四 个 不 局 点 和 其 中 一 点 处 的 切线 , 作 在 另外 三 点 处 的 切线 ， 
再 作 和 红 上 的 另 一 点 及 其 切线 . 

10.14 已 知 二 次 曲线 多 上 三 个 不 同 点 和 其 中 两 点 处 的 切线 , 作 ，(《s)%% 在 第 三 个 已 知 
点 的 切线 , (bh) 儿 的 另 一 点 , (o) 在 (b) 中 所 确定 的 点 处 的 切线 。 

10.15 叙述 并 作出 习题 10.12 的 对 偶 ， 

10.16 叙述 并 作出 习题 10.148 的 对 偶 . 

10.17 叙述 并 作出 习题 10.14 的 对 偶 ， 

10.18 证 明 ， 若 一 个 三 角形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 , 则 由 顶点 处 的 切线 组 成 的 三 角形 与 
原 三 角形 成 透视 对 应 ， 

10.19 叙述 并 证 明 习 题 10.18 的 对 偶 . 

10.20 证 明 ， 若 两 个 三 角形 是 透视 的 , 则 它们 非 对 应 边 的 交点 在 一 条 二 次 曲线 上 . 
提示 : 在 图 10-4 中 ， 设 已 知 三 角形 的 边 为 Li4。，4s44， As he 和 和 As43，414;，AsA1, Pp 为 
透视 轴 . 
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10.21 证 明 . 若 一 个 简单 四 点 形 AiA,AsA, 内 接 于 一 条 二 次 曲线 ， 则 在 41 点 的 切线 

和 边 4s44 在 44 处 的 切线 和 边 A414s, 以 及 4a4s 和 4:44 的 交点 共 线 ， 
10.22 叙述 并 证 明 习 题 10.21 的 对 偶 , 

10.23 证 明 ， 若 一 个 简单 四 点 形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 ， 则 在 两 组 对 顶点 处 切线 的 交 
点 , 和 两 组 对 边 的 交点 是 个 共 线 点 ， 

10.234 氢 述 并 证 明 习 题 10.28 的 对 偶 .。 

10.25 证 明 ， 若 一 个 完全 四 点 形 的 顶点 在 一 条 二 次 曲线 上 , 则 二 次 曲线 在 一 对 顶点 处 
的 切线 与 不 在 这 对 顶点 的 连 线 上 的 四 点 形 的 对 角 氮 共 线 . 

10.26 叙述 并 证 明 习 题 10.35 的 对 偶 . 

10.27 若 一 个 简单 六 边 形 waasagascsas 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ,证 明 点 @1* 08，03* az，05。 
04， 0，0ki 06，06*da 在 一 条 二 次 曲线 上 . 

10.28 证 明 ， 若 一 个 三 角形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 , 则 在 任 一 顶点 上 的 两 边 被 在 该 顶 后 
处 的 切线 和 这 个 顶点 与 其 它 两 个 顶点 处 切线 交点 的 连 线 调 和 分 割 . 

10.29 令 述 并 证 明 10.28 的 对 偶 . 

10.30 完成 习题 10.8 的 证 明 . 

10.31 给 定 一 条 二 次 曲线 的 四 条 切线 色 g, 9 8 和 2p 上 的 切 点 了 ， 作 出 其 它 切 线 上 的 

10.32 两 个 三 角形 4BO 和 4'B'O' 通过 了 和 p 成 透视 对 应 , 车 D,P4= 4 D.PB 
~ B",p. PO=0O" 上 且 万 (4 4', 一 4"), 证 明 ; 

(a) H(B, B', P, B"), H(O, 0’, P, O"), 

(b) 两 个 三 角形 的 顶点 在 一 条 一 次 曲线 上 . 

10.33 证明 ， 一 个 内 接 于 二 次 曲线 的 简单 四 点 形 和 它 关于 此 曲线 的 相伴 简单 四 线形 
有 下 列 性 质 ，(i) 两 者 的 对 角 线 组 成 一 个 调和 集 (i 两 者 的 两 组 对 边 的 交点 组 成 一 个 调和 
集 ; (i 四 线形 的 对 角 线 通过 四 点 形 两 对 对 边 的 交点 . 

10.34 利用 巴 斯 卡 定理 ,证 明 图 4-7 中 下 列 每 组 点 在 一 条 二 次 曲线 上 

(a) P, S, D, EE, F,G, (b) Q@, R,D, E, F,G, {0) P,R,F,6G,1,J. 

(d)S, QQ, F, GT J. (e) P, ®, 0, G, J,L. (人 R, SO F, JJ 
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§11.1 基本 内 容 


1 引言 


在 第 六 章 ,我 们 用 顶点 不 在 已 知 直线 上 的 完全 四 点 形 建立 了 此 直线 上 的 对 合 , 即 

(a) 车 四 点 形 的 对 边 点 不 在 此 直线 上 , 则 对 合 是 椭圆 型 的 ， 

(b) 车 四 点 形 只 有 一 个 对 边 点 4 在 此 直线 上 , 则 对 合 是 抛物 型 的 (以 4 为 二 重点 ). 

(6) 车 四 点 形 有 两 个 对 边 点 4 和 B 在 此 直线 上 ， 则 对 合 是 双 曲 型 的 (以 4, B 为 二 重 
点 ). 

若 一 直线 不 在 完全 四 点 形 PQRS 的 顶点 上 , 则 这 四 点 形 确定 的 此 直线 上 的 对 合 的 三 对 

互 道 点 , 可 以 认为 是 由 这 个 四 点 形 的 顶点 确定 的 三 条 退化 二 次 曲线 PQ,， BS; PR, QS; P8， 
QR 所 确定 ( 见 图 6-4)， 笛 沙 格 在 1689 年 证 明 ， 只 要 直线 和 一 条 在 顶点 了 P, 8, R,，S 上 的 
非 退 化 二 次 曲线 相交 , 则 其 交点 都 是 对 合 中 的 一 对 互 着 点 ， 这 一 章 中 , 我 们 考虑 由 一 条 或 几 
条 二 次 曲线 建立 起 来 的 在 一 直线 或 一 点 上 的 对 合 。 - 


2. 二 次 曲线 确定 的 对 合 


考虑 一 次 曲线 多 和 直线 (4 不 是 名 的 切线 ), 在 上 任 取 一 点 下 ,作出 它 关 于 多 的 极 
线 =, 并 令 <. 一 下 '、 按 定义 ,下 和 互 ' 关于 多 共 罗 ， 而 且 , 如 果 先 取 卫 '， 我 们 同样 可 得 到 
并 .于 是 下 和 节 ' 之 间 的 对 应 是 一 个 对 合 。 我 们 有 

定理 11.1 一 条 给 定 的 二 次 曲线 在 平面 上 每 一 条 非 切 线 的 直线 上 确定 一 个 对 合 , 这 个 
对 合 的 互 逆 对 由 关于 二 次 曲线 的 共 示 点 组 成 . 

当 直 线 与 二 次 曲线 相交 时 , 每 一 交点 都 在 它 自 己 的 极 线 上 , 因此 , 这 些 点 都 是 共 斩 点 的 
对 合 中 的 二 重点 (也 可 参看 习题 9.29)， 所 以 此 对 合 是 双 曲 型 的 ， 若 直 线 不 与 二 次 曲线 相 
交 , 共 轿 点 的 对 合 是 椭圆 型 的 . 

对 侦 地 , 我 们 有 

定理 了 .1” 一 条 给 定 的 二 次 曲线 确定 不 在 其 上 的 每 一 点 的 一 个 线 对 合 ,这 个 对 合 的 互 
逆 对 是 关于 此 二 次 曲线 的 共 轿 线 . | 

若 已 知 点 是 二 次 曲线 内 部 的 一 点 , 则 对 合 是 椭圆 型 的 . 车 已 知 点 是 二 次 曲线 外 部 的 一 
点 ， 则 此 对 合 是 双 曲 型 的 ， 它 以 在 这 点 上 的 二 切线 为 二 重 线 . 


笛 沙 格 定理 


考虑 图 1 工 .1(e) 中 的 简单 四 点 形 PQRS 和 任 一 条 不 在 四 点 形 顶 点 上 的 直线 ,由 定理 
6,3 和 6.2 知 ,四 点 形 的 两 对 对 边 在 这 条 直线 上 确定 的 对 合 ,在 此 对 合 中 ,与 四 点 形 对 边 的 
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交 避 是 互 逆 对 ， 在 习题 二 .+ 中 ,我 们 将 证 明 
定理 其 .2( 笛 沙 格 定理 ) 若 一 简单 四 点 形 内 接 于 二 次 曲线 多, 直线 不 在 四 点 形 顶 点 
上 且 写 儿 交 于 两 点 , 则 这 两 点 是 四 点 形 的 两 双 对 边 在 和 上 确定 的 对 合 中 的 互 逆 对 . 


a! 


HA 6 
11-1 

这 个 定理 提供 了 由 其 上 任意 五 个 点 确定 的 二 次 曲线 的 又 一 种 作法 ， 事 实 上 ， 设 P,Q@， 
,8S, 下 为 已 知 点 ,是 玉 上 任意 一 直线 , 但 6 不 在 其 它 已 知 点 上 , 则 简单 四 点 形 PQRS 
的 对 边 和 大 交 于 两 对 点 , 它们 决定 一 个 对 合 ， 如 习题 6.2 中 所 作 的 那样 ,在 这 个 对 合 中 , 玉 
的 对 应 点 及 ' 是 二 次 曲线 的 另 一 点 - 

对 偶 地 , 我 们 有 ( 见 图 二 -1(5)): 

定理 庆 .2 车 一 简单 四 线形 外 切 于 二 次 曲线 儿 , 点 下 不 在 四 线形 的 边 上 上 , 从 下 能 作 
多 的 两 条 切线 , 则 这 些 切 线 是 四 线形 的 两 双 对 顶点 在 素 上 确定 的 对 合 中 的 互 道 对 ， 
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不 论 是 把 一 个 已 知 三 角形 及 其 一 顶点 上 的 切线 看 成 是 内 接 于 二 次 曲线 的 简单 四 点 形 的 
退化 情形 , 还 是 通过 独立 的 证 明 , 我们 都 有 ( 见 图 11-2)， 


图 11-2 


定理 11.8 若 一 个 三 角形 内 接 于 二 次 曲线 如 , 且 直 线 % 不 在 其 顶点 上 , 它 与 儿 交 于 两 
点 ， 则 这 些 点 是 在 上 上 的 一 个 对 合 中 的 互 逆 对 . 这 个 对 合 ， 是 由 《和 三 角形 两 边 的 一 对 交 
点 ,b 和 第 三 边 及 第 三 边 相 对 顶点 上 的 切线 的 交点 所 组 成 的 点 对 所 确定 的 . 

它 的 对 偶 是 . 

定理 11.8 车 一 个 三 角形 外 切 于 二 次 其 线 各 ， 且 点 五 不 在 其 边 上 ， 从 它 能 作 多 的 
两 条 切线 , 则 这 些 切 线 是 玉 上 的 一 个 对 合 中 的 互 逆 的 , 这 个 对 合 、 是 由 有 和 三 角形 的 两 个 
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顶点 的 一 对 连 线 , 及 和 第 三 个 顶点 及 第 三 个 顶点 的 对 边 上 的 切 点 的 连 线 所 组 成 的 直线 对 所 
确定 的 (此 定理 的 一 个 独立 的 证 明 见习 题 二 .2). 

定理 霸 .8 提供 了 由 任意 四 点 确定 的 二 次 曲线 ， 在 其 中 任 一 点 上 的 切线 的 又 一 种 作法 ， 
事实 上 ,假定 玉 , K', P,Q, 有 R 为 已 知 点 ,要 作 卫 点 的 切线 , 令 KK'.PQ~4, KK'.PR~ 
A 及 K'. RQ=B， 在 由 下 , F' 和 4, 4' 所 确定 的 对 合 中 作 B 的 对 应 点 B， 则 PB' 即 为 
所 求 的 切线 | 

最 后 ， 把 二 次 曲线 的 两 条 切线 和 切 点 的 连 线 (计算 两 次 ) 看 作 是 一 个 内 接 四 点 形 的 退化 
情形 , 我 们 有 ( 见 图 11-3(@))， 可 


2 
(a) 图 11-3 ， 


定理 11.4 若 直 线 交 二 次 曲线 于 尺 和 不 ', 交 二 次 曲线 的 两 条 切线 于 B 和 B', 交 两 
切线 的 切 点 的 连 线 于 履 ， 则 用 是 上 上 的 互 逆 对 及 ,KK' 和 沼 ，B"” 所 确定 的 对 合 中 的 二 重 
点 . 

它 的 对 偶 是 ( 见 图 11-8(5)). 

定理 11.4 和 4 若 从 点 下 作 二 次 曲线 的 两 条 切线 和, 尺 和 二 次 曲线 上 的 两 点 P,Q 
的 连 线 是 5, 8', KK 和 在 P，Q 处 切线 交点 的 连 线 是 加。| 则 各 是 尽 上 互 道 对 %,，% 和 2， 6 
所 确定 的 对 合 中 的 二 重 线 . 


5. 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 


五 个 不 同 点 (其 中 没有 三 点 共 线 ) 确定 唯一 一 条 二 次 曲线 (这 里 所 说 的 二 次 曲线 总 是 指 
非 退化 的 二 次 曲线 )， 当 一 个 完全 四 点 形 给 定时 , 在 这 个 四 点 形 的 顶点 上 的 二 次 曲线 就 由 选 
择 一 个 不 在 其 边 上 的 附加 点 所 确定 ， 所 有 这 样 的 二 次 曲线 的 全 体 称 为 四 点 形 上 的 二 次 曲线 
来 .根据 定理 二 .2 有 

定理 和 .6 一 个 给 定 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 中 的 二 次 曲线 和 一 条 不 在 这 四 点 形 的 项 
点 上 的 直线 大 相交 , 则 其 交点 对 都 是 上 由 这 个 四 点 形 所 确定 的 对 合 中 的 互 逆 对 ， 

从 图 11-1(a) 易 知 ,车 琅 , K' 是 大 上 不 同 于 点 对 4，44 B, B'; 0, 0' 的 互 逆 对 , 则 区 


和 夏 ' 在 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 中 的 一 条 曲线 上 .反之 ,车 下 ,KK' 不 是 4, 4'; B, B'; OO 


中 之 一 时 , 则 了 , @, B,S, 五， 天 确定 一 对 直线 , 即 一 条 退化 的 二 次 曲线， 这 样 ,定理 11.5 


定理 芯 .-6 上 由 四 点 形 PQRS 所 确定 的 对 合 中 的 任何 互 逆 对 ,在 通过 这 个 四 点 形 的 
一 条 二 次 曲线 上 ， 
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“只 村 退化 的 二 次 井 线 PQ,，RS, PS, QR, PE, QS 包含 在 四 点 形 上 的 二 次 前 级 束 中 ， 
则 上 述 定 理 成 立 . 
车 定理 寺 .5 中 前 对 合 有 一 个 二 重点 ， 则 这 个 点 为 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 中 某 一 曲线 
类 相 2 的 切 点 ， 因 为 一 个 对 合 或 没有 二 重点 ,或 者 有 两 个 不 同 的 二 重点 、 我 们 有 
”定理 芝 .7 车 P, Q, R, 8 是 不 同 的 点 (其 中 没有 三 点 共 线 ), 是 不 在 这 些 点 上 的 任 一 
直线 ,那么 在 了 , @, 已 四 点 上 ， 或 者 存在 两 条 一 次 基线 ， 或 者 没有 二 次 朋 级 细 了 站 人 k, 


6. 九 点 二 次 曲线 


设 名 和, 是 由 四 点 形 PQRS 所 确定 的 二 次 曲线 束 中 的 两 条 不 同 的 二 次 曲线 ,o 是 不 

在 四 点 形 及 其 对 角 三 角形 4 的 顶点 上 的 任 一 直线 ，。 关于 O01, 0s 的 极点 分 别 记 为 O31， 
. 当 2 在 o 上 变动 时 ( 见 图 11-4)、 它 关 于 01 的 极 线 绕 CQ 

这 关于 Cs 的 极 线 绕 0s 旋转 ， 根 据 和 定理 9.10， 线束 
01(2Z1)， 和 0:(22) 都 与 点 列 o(GD) 射影 相关 ， 所 以 0:(22) 天 
O2:(2)， 且 当 和 在 0 上 变动 时 ， A 指出 一 条 在 Oi, 
0，。 上 的 二 次 曲线 多 现在 我 们 证 明 这 条 二 次 曲线 与 曲线 
1，% 的 选择 无 关 ， 而 由 它 上 面 的 九 个 完全 确定 的 点 所 确 
定 . 

: 首先 ， 设 4B.o=0'。 关于 二 次 曲线 束 中 的 任何 二 次 曲 
图 并 ”” 线 , 4B 的 极点 是 0， 当 Z-0 时 , 则 入 010, mm 一 040， 且 
2Z'm~0 在 多 上 ， 间 理 ,4 和 B 在 多 上 ， 即 多 在 对 角 三 角形 的 顶点 上 ， 现 在 , 设 PQ:0=T， 
当 2 了 时 ,根据 定理 9.1, sy=010, zo=0s0, 其 中 五 (P， Q@, T, DU). 现 在 在 多 上 有 六 个 
附 却 点 ， 邑 。 和 四 点 形 的 各 边 的 交点 关于 四 点 形 在 该 该 边 上 的 每 对 项 点 的 调和 共 亏 点 ， 二 次 
曲线 所 区 为 四 点 形 关于 直线 0 的 九 点 二 次 曲线 . 


$11.2 问题 及 其 解 


11.1 证 明 ， 若 一 个 简单 四 点 形 内 接 于 二 次 前 线 是 不 在 其 大 点 上 的 站 级 上 交 作 于 
两 点 , 则 这 两 点 是 四 边 形 的 两 组 对 边 在 上 确定 的 对 合 中 的 互 逆 对 . 

证 明 ， 考 虑 图 11-1(c) 中 内 接 于 二 次 曲线 名 的 简单 四 点 形 PQRS, 直线 天 交 于 全， 
龙 '， 交 四 点 形 的 对 边 于 4, 水 和 也 B', 拒 多 看 成 是 由 射影 

(PEK, PK' , PQ, PS)A(RE, RE’', RQ, RES) 
生成 的 , 则 由 定理 2.10 有 
(K, EK’, A, B)K(PK, PR PQ, PS)A(REK, BRK’, RQ, RS) 

: (KE, E', B', 4A’) 
和 (K, K'’, A, BA(K, K'’, B’', A KCKR', RK, 4’, B"). 
由 (下 ， K', A, B)A(K', K, A', B) 可 得 KE, RK’; A, 4 B, B' 是 上 一 个 对 合 中 的 三 

对 互 首 对。 因为 这 个 对 合 是 由 4，4'; B，B' 确定 的 ,于 是 定理 得 证 . 

11.2 证 明 ， 若 一 个 三 角形 外 切 于 一 条 二 次 曲线 BZ， 且 从 不 在 其 边 上 的 点 下 可 作 多 
的 两 条 切 级 , 则 这 些 切线 是 厂 上 的 对 合 中 的 互 北 对 ， 这 个 对 合 是 由 太 和 和 三 角形 的 两 个 项 


“| 
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点 的 一 对 连 线 .以 及 五 和 第 三 个 顶点 的 连 线 及 第 三 个 顶点 对 边 上 切 点 的 连 线 所 组 成 的 直线 
对 所 确定 的 ， 
证 明 ， 参 看 图 11-5. pgr 是 外 切 三 角形 , %, Vr 是 从 玉 所 作 名 的 切线 , 把 多 看 成 是 由 
2 有 ?上 的 两 个 点 束 之 间 的 射影 生成 的 ， 回 想 把 py 看 成 是 p 上 的 点 束 中 的 一 点 时 ,p*7 的 
对 应 点 是 7? 的 切 点 ,我们 有 z + 
(pk, pb’, prqg, De) 天 (7 rh’, rg, BR). 
于 是 (bh, 1 4, 8) 天 (kk'，5'， 0') 玉 (k'，k, 0'， 5') ,命题 成 立 . 


图 11-5 
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11.3 证 明 ， 内 接 于 已 知 二 次 曲线 的 简单 四 点 形 在 多 的 任 一 不 过 其 顶点 的 切线 上 确 
定 一 个 对 合 , 此 对 合 以 切 点 为 其 二 重点 . 

11.4 叙述 并 证 明 习 题 二 .3 的 对 偶 ， 

11.5 考虑 定理 11.3 中 的 直线 与 二 次 曲线 相 切 时 的 情况 ， 

11.6 ,已 知 五 个 不 同 点 (其 中 任何 三 个 都 不 共 线 ) 作出 (a) 由 此 五 点 确定 的 二 次 曲线 上 
另 一 点 , (b) 在 其 中 任 一 点 处 多 的 切线 . 

11.7 作出 习题 十 .6 的 对 偶 . 

11.8 已 知 无 三 点 共 线 的 四 个 点 及 过 某 一 已 知 点 的 直线 , - 求 作 一 条 在 已 知 四 点 上 生 与 
已 知 直线 相 切 于 另 一 点 的 二 次 曲线 ， 

11.9 作出 习题 位 .8 的 对 偶 . : 

11.10 证 明 , 若 三 角形 PQR 内 接 于 二 次 曲线 多 , 则 三 角形 的 任何 两 边 被 多 在 公共 顶 
点 处 的 切线 和 这 个 顶点 与 儿 在 其 它 两 个 顶点 处 切线 交点 的 连 线 调 和 分 隔 . 

11.11 叙述 并 证 明 习 题 11.10 中 的 对 侦 . 

11.12 已 知 四 个 不 同 点 ,其 中 任何 三 点 都 不 共 线 , 和 在 其 中 一 点 上 的 一 条 直线 , 作出 在 
已 知 点 上 和 且 与 已 知 直 线 相 切 的 二 次 曲线. z 
提示 ， 考 虑 图 11-2, 其 中 P, 琅 , @, R 和 了 处 的 切线 为 已 知 ， 

11.183 叙述 并 证 明 习 题 二 .12 的 对 偶 . 

11.14 证 明定 理 坟 .4.， 
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11.15 已 知 二 次 曲线 的 两 条 切线 ,它们 的 切 点 和 曲线 上 的 另 一 点 ,作出 此 曲线 ， 
提示 ， 考 虑 在 后 面 那 点 的 任 一 直线 上 的 对 合 ， 

11.16 氢 述 并 证 明 习 题 二 .15 的 对 偶 ， 

.11.17 假定 四 点 形 未 扩大 到 包括 退化 曲线 ， 证 明定 理 11.6. 

11.18 已 知 一 个 三 角形 4BO， 一 条 不 在 其 顶点 上 的 直线 和 在 wz 上 但 不 在 三 角形 边 
上 的 一 点 互 , 作出 在 并 处 与 z 相 切 且 以 4B0 为 其 自 配 极 三 角形 的 二 次 曲线 ， 

11.19 设 儿 是 已 知 四 点 线束 中 关于 一 条 已 知 直 线 o 的 九 点 二 次 曲线 ,证明 : 若 。 切 于 
束 中 两 条 二 次 电 绕 ( 见 定理 芋 .7), 则 切 点 在 多 上 ， 


RN 


第 十 二 童 = 光线 上 的 站 列 和 线束 


§12.1 基本 内 窜 


| 考虑 点 列 .5(43， B,, Os, …) 和 不 在 多 上 的 点 0O, 从 OO 用 ps 0B,=0, OO 一 0， "ee 
投影 e 上 各 点 ， 且 用 0 上 任 一 二 次 复线 裁 线束 0(a,， 8，o …)， 由 0(a, 5, o …) 在 儿 上 


这 样 确定 前 点 集 4，B, O, .~ 叫做 二 次 蔓 线 G 上 的 点 列 ， 记 为 多 (4, B, 0,…)。 如 前 所 


述 ,wm 上 的 点 列 和 0O 上 的 线束 之 间 的 对 应 叫做 基本 透视 同样 , 点 列 (4, B, 0,…) 和 从 
多 上 的 任意 点 0 投影 这 些 点 所 得 的 线束 之 阅 的 对 应 也 叫做 基本 迁 视 .并 记 为 G(4, B, 0， 

…) 大 0(e 5, 60,…)， 而 多 (4, BO0，…) 与 点 列 名 (hi Bi 01, …) 之 间 的 对 应 就 叫做 和 
视 , 并 记 为 : 


1) C4, B, 9, ) Kohs, Bj， 01,…). 这样,: 若 存在 二 次 曲线 上 一 点 0, 它 不 在 直 


线 m 上 ,满足 A4h1, BB,, OO: 都 在 0 上. 则 二 次 曲线 上 的 点 列 多 (4, B, 0， …) 与 直线 s 上 


之 点 列 s(4s, Bs, 01, … “) 便 都 是 流 视 . 由 图 12-1(a) 容 易 知 道 ， 和 两 条 不 同 直 线 上 的 两 点 
列 之 闻 的 透视 的 情形 一 样 , 若 已 知 两 对 对 应 点 , 则 透视 DD) 完全 确定 。 另 一 方面 , 阁 s 和 名 没 
有 公共 点 (图 1799408)) 波 4 与 名 相 切 ,或 2 与 有 两 个 不 同 的 公共 点 时， 过 入 1 和 全 风 有 
0, 1, “个 让 对 应 点 : 


2 


对 偶 地 (网 图 12- (3))， 二 次 曲线 % 上 的 所 有 直线 6，D，c … 的 集合 叫做 多 上 的 线 
束 ， 记 为 多 (w, 5, o …)， 若 存在 多 上 的 直线 0, 它 不 在 全 上 ， 满足 a: 5b.51, ere1, … 都 
在 o 上 , 则 线 东 多 (g, 58, c,…) 和 线 东 于 (qm, 01, 0c1,*…) 称 为 是 过 视 的 . . 
“下面 我 们 考虑 不 同 直线 和 ” 上 的 两 个 点 列 wd Bi, O13, ~ ) 和 2 (hs, B,, CO 〇 oa …)， 
它们 射影 相关 , 但 不 是 透视 相关 ， 从 曲线 多 下 2 上 的 点 O 投影 9 -上 符 点 ， 得 
到 点 列 & (4 B, 0,…)， 现 在 


。 加 
4 
: ,i 1 . | ,六 ， - 
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CA, B, OO, 11)R wy(As, By, O03, 2) Ro As, Bi, OO 
我 们 定义 ， 只 要 存在 一 点 列 2 (hs, Bs, Ca， …) 满 足 
和 (4 By, G1 *) Ke (4 B,, Os, i 
| 4 
且 | Gil B 0O, wa, 了 Os, .> 
(0 在 多 上 但 不 在 史上)， 册 点 列 多 (4，B,0，…) 及 s《4， Bi 04, …) 是 射影 的 ，Y(4， 
B, 0 和 oO(4 Bi, Oi1, 1…). : i 
当 三 对 对 应 点 为 忆 知 时 射影 (4，B，0，…) 玉 oe(44，Bi，0w …) 便 完 全 确定 
7 We 
下 面 考 典 两 个 点 列 2 (4 Ba, Oe…) 刹 vw" (hs, 
Bs, 0s,…)( 轴 图 12-2)， 它 从 都 与 点 列 :2(41, 态 ， 
‘01, a** 射影 相交 但 不 四 视 相关 加 稻 最 所 述 玉 加 
得 到 ; - 可 机 oo NL 
iD)' C(4, B, 0, :..) 奖 (hs, Bo, Oo 
Kz(4， B,, Oi, 人 | z 可 
iii) C4, 五 0’, 。: ) v»" (As, 可 oO …) 
.As(A1, B,, Os, 0) 
| 这 时 0, 0" 窑 多 ' 场 但 0' 处 在 w' 上， ,人 不 在 
图 122 | 上 . 结合 二 ) 及 让): 我 们 有 : 多 


3 1 4 ， 3 和 i 


z (4 B, O, »: Rw 大 人- 小 人 2 (- ) GU, 到 on 人 
并 且 定义 只 要 存在 点 列 z(41，Bi, 01, …)， 它 和 同一 二 次 曲线 上 的 两 外 空 次 点 列 Zh 
…) 及 Yh, B', 0，…) 都 是 射影 的 ， 则 (4, B,C,…) 及 CZ(A4%，B', 0',…) 是 
有 | 
首先 ， 考虑 图 12-8 中 两 个 身影 相关 的 迁 斩 上 列 
vz(A, Bi, O01, .) 积 C44， 1， OY: …)。 把 每 个 
点 列 中 的 点 与 任 二 不 窑 多 上 的 点 O 连 起 来 得 到 线束 
Olg, 8, 6, +) 和 0O(w' ,b,c',……》， 显 然 ，0(a, 5b， 
co …) 玉 0O(e/ 2 e', …)， 车 现在 这 两 个 线束 被 过 
0 点 的 任 一 二 次 曲线 名 所 截 ， 分 别 得 到 两 个 点 列 
G(4, B, 0,…) 和 多 (4 BO …)， 则 这 两 个 
点 列 是 射影 相关 的 ， 即 多 (4, B, 0, …) 大 (4 
0', …)， 事 实 上 
GA, BO “XO b, ee .) 
和 0 bo)RGA, BO 
为 了 对 侦 ， 我 们 考 记 南 影 相关 多 两 半 家 有 Xe, bi, on …) 和 是 (0 及 ， 扣 ，…) ,两 
线束 被 任 一 不 在 牙 上 的 直线 o 所 截 ,得 到 ” 
0(4 Bi, O14 天 (4 BO 


二 
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设 是 任意 一 条 与 o。 相 切 的 二 次 曲线 ,从 41，Bi, O01,…; 息 ，B1，01, ;… 中 每 一 点 分 别 作 
的 第 二 条 切线 4, 8, 6c,，…; @ ,0', 0,….， 则 
Yl(a, Do，， IAolds, Bi, Os, …) Ao(CAd1, Bi, 04 0) 
A 0', €', **) 
目 E(w, b, 6, .天 多 (ay 8 ，6 ，…)， 


.2. 一 条 二 次 曲线 上 的 两 个 射影 点 列 ， | 
设 猴 (4, B, 0, D,…) 及 (4 和，B，0O'，D',…:) 是 二 次 若 线 妇 上 的 两 个 射影 点 列 , 
当 从 多 上 两 点 0 及 0’ 分别 投 影 这 两 个 点 列 时 ,我 们 得 出 ， 四 
(04,， 0B, 00, 0D, :…)RE(A, B, O, 万) 天 和 乡 (4 B', 0”, 万 …) 
R04A’, 00B 00 0 万 ' z 
所 以 . (04, 0B, 00, 0D, *…) (0'4”. 0'B’ 00 0'D’, …)， 
特别 地 , 当 0=4', 0'=4 时, 便 有 透视 z 
(2'A, A'B, A'O, AD, KCAL AB'’, A0’: AD’, :). 
因此 , 4'B. 4B’ 4040 ,4A'D.A4AD'… 都 在 
一 直线 2 上 , 则 2 是 内 接 六 边 形 4BO4BO 的 
巴 斯 卡 线 , 所 以 BO.BO 也 在 p 上 ， 通 过 考察 
内 接 六 边 形 48D4'BD' 和 40'DA4'OD', 我 们 
推 得 只 要 4 对 “4' 对 在 p 上 ， 则 名 上 的 点 并 
和 到 是 两 个 给 定点 列 中 的 对 应 点 . 此 外 ， 通 
过 考察 肉 接 六 边 形 BO DB'OD 我 们 得 出 : 车 z 
开始 采用 除 A4，4 以 外 的 任 一 对 对 应 点 时 ， 则 也 能 得 到 直线 2 直线 p 称 为 二 次 曲线 上 的 
射影 轴 ， 这 样 我 们 就 证 明了 、 - : 
定理 123.1 若 儿 4， B, 0, DD, 和 多 (4 B', 0', D',…) 是 二 次 曲线 上 的 两 个 射 
影 点 列 ， 则 存在 一 条 直线 了 (是 身影 机) 满 尼 : 如 果 辽 ， 访 ' 了 ,了 ' 是 两 对 对 应 点 , 则 之 了 Y'。 
这 了 在 p 上 . 
对 假 地 , 我 们 有 : | . 
定理 12.1 若 &w b,c, 4d,…) 和 儿 (w'， 5, c', d，…) 是 二 次 曲线 上 的 两 个 射影 线 
东 , 则 在 在 一 个 点 了 (是 射影 中 心 ) 满 足 ， 如果 ww, vz'; y, y 是 两 对 对 应 直线 , 则 (wy ) 《29) 
在 P 上 . : 
在 定理 12.t 和 12.1 中 ， 人 而 直线 @ 6b, 6, 23 0 ，D， 
o … 是 二 次 曲线 分 别 在 点 4, B, Op3 4',B', 0', … 的 切线 , 则 射影 线 东 
Cg, b, oe, 人 天 名 (of 六 ，C ，…) 
的 中 心 卫 是 射影 点 列 G(4， B; 0， GCA RR,O, …) 的 射影 轴 p 的 极点 。 
着 二 次 曲线 % 上 的 射影 有 两 个 , 一 个 或 没有 二 重 元 素 ， 则 此 射影 分 别 叫做 双 曲 型 、 拢 物 
型 或 粮 加 型 的 ， ,我 们 留 给 读者 证 明 ，.(a) 二 次 曲线 名 上 两 企 点 列 间 的 射影 是 双 曲 型 、 抛物 
型 或 精 加 一 的 ,1 全 和 地 各 与 多 相交 于 不 同 点 ，p 与 名 ee 或 p 3 6 不 相交 于 


上 歌 的 内 部 而 放 ，， 由 - 了 


Ei - 
全， 站 


1 第 十 二 章 二 次 曲线 上 的 点 麟 和 线束 
“根据 射 %(4, B, 0, D,…) 天 so(41, Bi 03, DD …) 的 定义 可 推出 : 


Y(A,B, 0, 也 ， .…) 交 w’ (As, Ba, Oa; Da) 天 z(4， Bs, Oi, D3, …), 
其 中 0' 在 多 上 但 不 在 wx' 上 ,根据 定理 2.10, 总 存在 一 个 射影 
2(4 Bs, .GQ:, D1) Az(Bs, A1, D1, 0). 
由 此 易 得 一 
定理 到 .2 ”对 于 二 次 曲线 多 上 四 个 不 网 的 点 4,'B, OG，,DD 有 (4, BG DRC, 
A, 了 0O). z , 


3. 斯 坦 园 纳 作 图 法 


定理 12.1 提供 了 一 个 作 迁 置 射影 yi Bi1; Os : ) Aw(A1, B1, Oz, 0) 的 二 重点 
(如 果 有 的 话 ) 的 方法 .这 个 方法 由 斯 坦 因 纳 首 先 给 出 .在 图 12-5 中 ,0 是 任 一 不 在 > 上 的 
点 ,多 是 O 上 任 一 二 次 曲线 ,从 点 O 把 点 41,，Bi, O05 4 B1 O04 分 别 投影 到 .经 土 的 点 4， 
B, 0; 4'，B', 0'， 作 出 内 接 六 边 形 4B.O4 BO 的 巴 斯 卡 直线 ， 并 记 官 与 的 检 必 为。 
VN, 则 M3=0M oo Na 一 OA ”就 是 所 求 的 一 午后 . 为 证 胃 寂 点， 考虑 ， ; 


1 4 1 由 
M 和 \ 四 | 国人 ” 
- r 


vw(A, 人 0 M;, Ny) 天 G(4， B， q, 了 Ap, D, V, Nn) 


大 C(4’', B', 0', M, 天 (4 BB, os, M, ND, | 
这 表明 Mi，N; 为 上 所 纵 返 置 射影 的 二 重点 ， 站 | 


图 12-5 


上 述 作法 适用 寺 具 有 两 个 二 重点 的 失 寺 射影. 对 于 住 间 给 定 的 第 科 下 和 由 之 前 
并 不 知道 二 重点 的 个 数 .” 读 者 若 想 得 到 其 有 一 个 或 没有 二 重点 的 射影 的 例子 , 最 好 从 一 条 
真 线 mw， 不 在 上 的 一 点 0 以 及 O 上 的 一 条 二 次 图 组 多 着 竹 ， 对 于 一 个 二 重点 的 情形 , 取 
G 的 任 一 切线 为 p( 切 点 不 是 O). 对 于 没有 二 重点 的 情形 取 不 是 的 任 一 直线 为 2 它 与 
多 没有 公共 点 ， 

现在 我 和 讨论 下 列 问题 ， 作 中 有 指定 二 半点 的 射影 ,选择 二 次 央 几 上 的 滤 丰 B, O; 
4 Bb’, 0 使 得 4BO4 BO 的 巴 其 卡 线 是 9 且 从 0 把 这 此 点 投影 到 上 ， 从 而 确定 射影 ， 

四 EI Bi, Os;, ， ) Aw(A!, Bi, O01, ‘oe) | 
一 条 直线 上 对 合 的 二 重点 (如 果 有 的 话 ) 的 作法 与 上 述 作法 十 分 类 似 … 谱 四， 如 Bi 
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Bi 为 直线 z 上 给 定 对 合 的 两 对 互 逆 点 ,它们 从 二 次 上 曲线 上 任 一 点 0 在 此 二 次 曲线 土 的 射影 
分 别 是 4,，4'; 了 B', 由 于 sw(41, 41, Bi, B1) 玉 vw(A1，41，B1, Bi), 所 以 用 (4, 4，B， 
B)AYB(4，A4，B'"，B)， 我 们 只 须 作出 由 点 4B…B4' 和 48B.4B' 确定 的 对 合 轴 p 即 
可 . 

注意 ， 斯 坦 因 纳 作 图 法 在 于 将 一 直线 上 的 给 定 射影 变换 为 二 次 曲线 上 的 射影 ， 以 便当 
涉及 二 次 曲线 上 的 射影 时 ,利用 某 些 作 图 的 简便 性 . 这 就 必然 导 至 我 们 次 入 研究 下 面 的 问 
题 , 当 已 知 一 条 固定 的 二 次 曲线 时 再 加 上 一 根 直 尺 可 能 作出 什么 样 的 图 形 ， 


次 曲线 上 的 对 合 


”具有 一 对 互 北 对 应 元 素 的 二 次 曲线 上 两 个 点 列 (线束 ) 之 间 的 射影 叫做 二 次 由 线 上 的 一 
个 对 合 ， 在 习题 12.1 中 ,我 们 将 证 明 ， 

定理 12.3 在 二 次 曲线 的 对 合 中 , 每 一 对 对 应 元 素 都 是 互 着 对 . 

考虑 二 次 曲线 多 上 点 的 对 合 中 的 两 对 互 
道 点 组 4，44 B,B'( 见 图 12-6)， 由 (4, 4 
B) 玉 (4', 4，B') 可 知 , 射影 轴 ( 也 称 对 合 轴 ) p 
也 在 点 4B'.A'B 和 4B.A'B' 上 ， 注 意 p 是 内 
接 于 G 的 完全 四 点 形 44'BB' 的 对 角 三 角形 
的 一 边 ， 第 三 个 对 边 点 44'…BB' 记 为 卫 , 并 令 
41 一 44 20， Bi=BB'.p, 则 H(A4, A’; .4i， P) 
和 HBH(B, B'; Di P). 

在 多 上 另 取 一 点 0， 著 0 是 对 合 中 的 
对 应 点 , 则 OB.0'B 在 p 上 ， 这 样 8' 容易 求 
得 《把 它 同 确定 直线 上 的 对 合 中 的 对 应 点 的 步 
又 相 比 较 ), 由 于 (B，B', 0) 下 (8B',，B, 0'), 故 
p 也 在 BO.B'0' 上 ,假设 BB'.00' 一 了 P', 且 令 
O00’.p 一 01， 现 在 H(O, 0'; 01, P') 及 HH(B, 
B'’; Bi 也 )， 但 五 (B, DB; Di 了 P); 因 此 P'=P, H(O, 0', OQ1, P) 且 4A4' DB OO 都 在 
P 上 ,于 是 我 们 便 证 明了 ， 

定理 芭 .4 在 二 次 曲线 上 点 之 间 的 任 一 对 合 中 , 互 道 点 对 的 连 线 共 点 . 

定理 12.4 中 互 道 点 对 连 线 的 公共 点 卫 虽 做 对 合 中 心 。 注 意 它 是 对 合 轴 的 极点 “: 

二 次 曲线 多 上 的 对 合 是 多 上 之 射影 的 特殊 情形 , 它 依照 有 两 个 .一 个 或 没有 二 重 元 素 
而 分 别称 为 双 曲 型 .抛物 型 和 杭 贺 型 的 . 

图 12-6 者 示 多 上 双 曲 型 对 合 的 情形 。 这 里 ,对 合 轴 2 与 相交 于 两 个 不 同上 了 和 
N, 它们 是 对 合 的 二 重点 ,而 对 合 中 心 卫 在 名 的 外 部 . 

在 掀 物 型 对 合 中 , 对 合 轴 是 多 的 切线 ; 因此 , 对 合 中 心 己 在 此 轴 上 , 特别 地 , 在 此 二 次 
曲线 上 、 因 此 卫 在 对 合 的 每 一 互 道 对 中 .二 次 曲线 上 的 抛物 型 对 合并 不 甚 重要 , 这 里 不 再 
考虑 它 了 . 

在 二 次 曲线 的 椭 贺 型 对 合 中 ， 对 合 轴 不 与 二 次 曲线 相交 ， 因 此 对 合 中 心 在 曲线 内 


部 . 
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在 习题 12,2 中 , 我们 将 证 明 ， 

， 定理 12.5 若 在 直线 2 上 由 二 次 曲线 驳 定 的 其 狗 点 的 对 全 四 GZ 上任- 一点 投影 到 G 
上 , 则 所 得 的 妇 上 的 对 合 以 w 作为 它 的 对 合 轴 。 


5. 二 次 曲线 上 的 调和 集 


”在 任 一 点 0 土 取 四 条 直线 &, 5, c, qd, 使 得 及 (4, b; 6， ,0). 设 这 些 直 线 被 0 上 的 全 

二 次 曲线 名所 截 ,分 别 得 到 点 4;B, 0, D, 现 在 从 名 上 另外 一 点 0 分 别 用 直线 ob 6 

9 同 这 些 点 作 投 影 , 由 二 次 有 曲线 的 定义 , O(a, 5b, 6， AO (eo, b', 0,, 0), 因此 Hle, 0 

C ，d). 

我 们 定义 ;者 二 次 曲线 上 四 个 不 同 的 点 是 从 曲线 上 任 一 点 将 一 直线 的 调和 集 投影 而 得 
到 的 , 则 称 这 四 点 构成 一 调和 集 ( 或 称 是 调和 的 ). 

对 偶 地 ， 沙 二 次 曲线 上 四 条 不 同 直 线 被 曲线 上 任 
一 直线 截 得 一 调和 点 集 ， 则 称 这 四 条 直线 构成 一 调和 
集 ( 或 称 是 调和 的 ). 

注意 图 :12-7， 当 从 多 上 4, B, 0, D 中 某 一 所 ， 
比如 说 D;: 向 它们 投影 时 , 射影 是 D4, DB, DO, 和 和 儿 
在 DD 的 切线 对偶 地 , 若 从 必 上 a, 65, c, @ 中 某 一 直 
线 , 比如 说 a, 它们 相 截 ， 则 交点 是 gc 5, dc 及 
4 的 切 点 。 
由 此 , 从 定理 9.7 推出 
定理 2.6 若 二 次 曲线 多 上 四 个 点 是 调和 的 ， 
则 多 在 这 些 点 \ 处 的 切线 也 是 调和 的 (证 明 见 习题 12.3). 
定理 12.6 之 对 偶 ( 也 是 它 的 道 定 理 ) 为， 
定理 怒 .6” 若 二 次 曲线 的 四 条 直线 是 调和 的 , 则 它们 的 切 点 也 是 调和 的 .- 
在 习题 12.4 中 ,我 们 将 证 明 : 
定理 到 .7 若 4, B, 0, D 是 二 次 曲线 上 的 四 个 调和 点 ， 即 (4, B; C0, 作 ), 则 直 

线 4B 和 OD 关于 多 共 亏 . 

其 逆 也 成 立 . p 
定理 13.8 车 关 于 二 次 曲 线 的 两 条 共 示 直线 与 它 分 别 。 BB 

有 公共 点 4,,8 和 0,，D,， 则 H(4; B;O, DD). 

在 习题 12.5 中 ,我 们 将 证 明定 理 12.8 的 对 侦 ， 

定理 充 .8” 车 关于 二 次 曲线 的 两 个 共 轿 点 与 它 分 别 有 
公共 直线 ,5 和 和 6, Wd, 则 HH(a, b, ed 

作为 定理 12.8 的 推论 , 我 们 有 

定理 12.9 在 二 次 曲线 的 双 有 曲 型 对 合 中 ,二 重 元 素 与 每 
一 对 互 逆 所 构成 调和 集 . z : : 

最 后 , 利用 图 12-8 可 知 , 对 于 二 次 曲线 的 椭 区 型 对 合 的 图 12-8 
已 周 互 道 点 对 4,，4', 仅 在 对 合 中 心 了 和 44 的 极点 O 上 的 直线 PO 与 44' 是 共 红 的 . 因 
而 有 
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定理 投 .10 在 二 次 曲线 的 权 贺 型 对 合 中 , 有 且 只 有 一 对 互 道 点 , 它们 与 已 知 的 互 着 点 


$12.2 问题 及 其 解 


12.1 证 明 ， 在 二 次 曲线 上 的 一 个 对 合 中 , 每 一 对 对 应 元 素 都 是 互 道 对 应 . 
证 明 ， 考 虑 在 二 次 曲线 多 上 的 两 个 点 列 之 间 的 射影 ,其 中 (1D) 4 和 B 是 互 逆 对 ，(2) 第 
一 列 中 的 O 不 等 于 4, B， 在 第 二 列 中 的 对 应 元 素 是 D; (3) 第 一 列 中 的 也 在 第 二 列 中 的 对 
应 元 素 是 召 , 则 ， “. | 
和 (4 BO DIAGC(B, 4A, D, EF). 
根据 定理 12.2 C4, B, OO, DIAECB, A, D, O). 
因为 CGB, A, D, CIAEC(A, B, 0, DACCB, 4, D, BE) 
这 就 要 求 用 =0, 即 对 应 元 素 0, D 是 互 逆 对 ,因而 每 一 对 对 应 元 素 是 互 逆 对 . 
12.2 证 明 ， 若 在 直线 = 上 由 二 次 曲线 多 确定 的 共 轿 点 的 对 合 ， 被 多 上 的 任 一 点 投 
影 到 乡 上 , 则 所 得 的 多 上 的 对 合 以 w 为 对 合 轴 ，. 
证 明 ， 在 图 12-9 中 , 设 41, 41; Bi, Bi 是 关于 多 的 共 罗 点 的 对 合 
0431， 4， Bi, *) AwCAi, Ai, Bi, “0 ) 
的 两 对 互 逆 对 通过 多 上 一 点 0, 把 这 个 直线 上 的 对 合 
射影 在 多 上 的 对 合 : 
CA, 4 B, ACE(A'", A, B',…、). 
三 角形 044’ 的 边 04, 04' 交 w 于 一 对 共 思 点 hi1， 
44、 根据 定理 9.14，w 和 44 是 共 斩 的 ， 因 此 44 
在 > 的 极点 上 ,mw 是 多 上 的 对 合 轴 . | : 
12.3 证明， 车 二 次 曲线 多 上 的 四 个 点 是 调和 的 ， 则 名 在 这 些 点 处 的 切线 也 是 调和 


的 . : 

证 明 ， 设 四 点 是 4, B, 0, D, 叉 是 多 .上 的 任意 第 五 点 ， 由 假设 (4, 了 XB, 天 0,， 

下 D) 是 调和 和 集 . 多 在 4,，B, 0, D 的 切线 分 别 记 为 w 3, c,d 根据 定 理 9.7, 车 y 是 儿 的 
(XA4, FB, XO, XD)Aly0, yb. yc, yd). 


122 - 第 十 二 章 一 次 曲线 上 的 点 列 和 线束 
于 是 , (yo yb,y'c, y*) 是 调和 集 ,由 定义 (a, 5, 6, 号 也 是 调和 集 ， 
12.4 证 明 ， 若 4, B, 0, DD 是 二 次 曲线 儿 上 的 四 个 调和 点 , 即 瑟 (4, 8B;0O, DD)， 则 
直线 4B 和 0D 关于 多 共 轿 . : 
证 明 ， 由 定义 ， 从 多 的 任 一 点 投影 4,,B，O, DD 的 直线 是 调和 的 ， 特 别 有 ， 昌 (D4 
DB; DO, DF) 其 中 DV 是 多 在 DD 点 的 切线 . 令 4B.DO=W, 4B.DV =V; 则 HH(4, B; 
V, 丈 ), 且 入 的 极 线 是 DW =0D, 于 是 48B 在 0D 的 极点 上 上 且 这 两 条 直线 关于 乡 洪 斩 . 
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“图 12-11 ”图 12-12 / 
12.5 证 明 : 车 关于 二 次 曲线 的 两 个 共 孝 点 与 二 次 曲线 分 别 有 两 组 公共 的 直线 对 &, 6 
和 c,d， 则 , HC@, b; 6, 四 
证 明 ， 因 为 R=a.5, Sc*d 是 关于 二 次 曲线 的 共 轿 点 ， 近 以 卫 在 S 的 极 线 s 上 ，S 
在 忌 的 极 线 了 上 .现在 + 和 s 是 共 圈 线 ， 与 儿 有 公共 点 对 4, B 和 0D.。 根据 定理 12.8, 
五 (4, B; 0, D), 根 据 定理 12.6, H(a, b; c， 2). | 


812.3 补充 是 


12.6 作出 射影 0(w 5, e,…) 玉 OCw', 2 o%， …) 的 二 重 直 线 (如 果 有 的 话 )， 
拓 示 用 'O 上 上 的 任意 二 次 曲线 多 去 截 ， 得 多 (4,B, 0,…) 玉 BLA4'，B',Q'; …)， 作 出 这 
个 射影 的 轴 . 把 它 和 名 的 交点 (如 果 有 的 话 ) 与 O 连 起 来. 

” 殉 .7 探讨 射影 a(hs, Bs, 04,…) 玉 w(44, 及 ,01,…) 的 二 重点 (如果 有 的 话 ) 的 另 
提示 ， 任 作 一 条 与 2 相 切 的 二 次 曲线 多 ,从 已 知 点 44，Bs, O04 …， 外 ,Bi, 05, … 作 名 的 
切线 4, 5, o pa 2 o .得 到 射影 (a,，5，c，…) 大 多 (qa'，5'，c'，…) 的 中 心 B. 
从 B 作 狐 的 切线 (如 果 有 的 话 ) 交 sw 于 所 求 的 二 重点 . : 

12.8 在 一 直线 上 取 两 对 互 不 分 隔 的 点 ,作出 调和 分 隔 每 一 对 已 知 点 的 点 对 . 

12.9 通过 考虑 三 角形 4BO 和 三 角形 -4B'O', 其 中 4, 4，B,B' 0, 0' 是 对 合 的 三 
组 互 逆 对 , 证明 定理 12.4. : 

12.10 设 一 条 二 次 曲线 多 由 下 列 条 件 决定 : (4) 五 个 点 ;或 (8) 四 个 点 和 其 中 一 点 的 切 
线 ; 或 (c) 三 个 点 和 其 中 两 点 的 切线 ; 或 (a 人 ) 五 条 切线 ; 或 (5 ) 四 条 切线 和 其 中 一 条 上 的 切 点 ; 
或 (0) 三 条 切线 和 其 中 两 条 上 的 切 点 ， 又 设 直线 罗 既 不 在 (c)，(2)，(o) 中 任 一 已 知 点 上 ， 
又 不 与 (@), (5),(o”) 中 任 一 已 知 切线 重合 ， 作 出 p 和 儿 的 交点 (如 果 有 的 话 ). 
提示 ， 对 于 (@), 取 两 个 已 知 点 作为 射影 中 心 , 从 其 中 每 点 把 其 余 的 点 投影 到 2 上 , 接着 从 另 
一 二 次 曲线 多 ' 上 的 任 一 点 0 把 也 的 这 些 点 投影 到 多 ' 上 .作出 多 ' 上 的 射影 的 二 重点 (如 
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举 有 的 话 ) 且 通 过 O 把 它们 投影 到 2 上 对 于 (8)， 取 已 知 切 点 作为 一 个 射影 中 心 。 对 于 
(0), 取 已 知 切 点 作为 射影 中 心 。 对 于 (a)，(2),，(e'), 先 找 出 各 切线 的 切 点 ,其它 如 前 . 
12.11 设 儿 由 习题 12.10 中 的 (@), (5)，(6); (@),《b'), (6) 给 定 , 了 是 不 在 任何 一 
已 知 直线 上 的 一 点 ,从 一 作 乡 的 切线 (如 果 有 的 话 ). 
12.12 证 明定 理 12.4 的 逆 : 一 条 三 次 曲线 被 一 个 中 心 不 在 曲 线 上 的 线束 所 截 , 得 到 的 
点 对 形成 一 个 对 合 . 它 的 二 重点 是 什么 ， 
12.13 证 明 ; 在 一 条 二 次 曲线 上 点 之 则 的 对 合 中 , 一 次 曲线 在 吾 邮 对 上 的 贸 线 实在 对 
合 轴 上 . 
12.14 已 知 二 次 曲线 多 上 的 五 点 4, B, 0, 也 ， 刀 和 一点 甩 从 瑟 作 名 的 切线 (如 果 
有 的 话 ). 
提示 ， 利 用 习题 10.8 和 .12.10 的 结果 : 首先 找 出 且 4, RB 和 名 的 第 二 个 交点 4,B， 然 
后 作对 合 多 (4, 4'; B) 入 ZB(4',，4，B') 的 轴 p 和 zp 与 儿 的 交点 (如 果 有 的 话 ). 
12.15 已 知 二 次 曲线 多 上 五 条 切线 和 一 条 直线 ,作出 了 和 多 的 交点 (如 果 有 的 话 )， 
12.16 已 知 四 个 点 P, 8, 有 B， S (任何 三 个 部 不 共 线 ) 和 一 条 不 在 任 “ 已 知 点 上 的 直线 
w, 作 一 条 在 此 四 点 上 且 与 这 直线 相 韧 的 二 次 曲线 . | 
提示 :利用 定理 坟 .1， 在 ws 上 得 到 出 简单 四 点 形 . PQRS 确定 的 对 合 , 作 它 的 二 重点 (如 果 
有 的 话 ). 每 一 个 一 重点 韦 同 已 知 点 二 起 确定 一 条 符合 条 件 的 一 次 同 强 ， 讨论 可 能 作出 的 
二 次 曲线 的 数目 . 
12.17 已 知 四 条 直线 2，9,， + Ke 何 三 和 不具) 和 一个 在 任何 一 局 直线 上 
点 束 , 必 在 肝 上 县 以 四 条 已 知 直线 为 切线 的 一 条 二 次 曲线. 
12.18 已 知 三 个 不 共 线 点 了 , Q， 和 两 条 不 在 任何 一 已 知 点 上 前 直线 wm y， 作 出 在 
已 知 点 上 且 与 已 知 直线 相 切 的 二 次 曲线 ， : 
提示 利用 定理 堪 .5. 令 P8&:w=B, PQ'y=B', 作对 合 (P， Q, B)K(Q, Pp, 9 的 二 重点 
(如 果 有 的 话 )、 令 PR,z=O, PR.y= 一 O' 并 重复 上 述 过 程 ,讨论 可 能 作 的 二 次 项 线 的 数目 ， 
12.19 已 知 三 条 不 共 点 的 直线 2 g， 7 和 两 个 不 在 任何 一 已 知 直线 上 的 太 所 ,了 ， 作 
出 在 已 知 点 上 且 与 已 知 直线 相 切 的 二 次 曲线 “. 
”12.20 设 P,Q 是 二 次 曲线 .多 上 的 不 同 点 ， 在 多 上 确定 另 一 对 点 B, 使 得 (4 
B; P,Q)， 点 4, 另 是 唯一 的 吗 ?， 
12.21 : 设 4，P, @ 是 二 次 曲线 多 上 任意 三 个 不 同 点 。 在 . 名 上 本 证 -点 B， 使 得 
五 (4, B; P, Q@).B 点 是 唯一 的 凤 ? 
12.22 设 P, 8, RS 是 二 次 曲线 多 上 任意 四 个 不 同 点 ， 在 什么 条 件 下 ,在 名 上 在 
点 4 B, 使 得 瓦 (4, B; P, Q) 和 互 (4 B; RB, S)? 
12.23 在 乡 上 上 取 点 卫 Q, BR, 有 ,满足 习题 12. 品 中 的 条 件 ， 作出 点 对 寺 B. 
12.24 叙述 并 求解 习题 13.20~12.23 的 对 偶 . ， . 
12.25 证 明 ; 一 条 直线 上 的 双双 合 的 互 过 双 是 关于 丝 条 这 术 的 二 次 二 的 共 上 
效 样 的 二 次 曲线 交 这 条 直线 于 这 个 对 合 的 二 重点 
”12.26， 叙述 并 证 明定 理 12.8’ 的 逆 。 
12.27 已 知 二 次 曲线 多 上 的 五 点 ， 在 任 一 直 级 上 作出 一 个 关于 多 的 基点 的 


合 ， 


第 十 三 章 平面 仿 射 几何 


$13.1 基本 内 容 


1 引 言 

前 面 各 间 包 含 了 平面 射影 几何 最 基本 的 命题 ， 奉 开 头 用 章 ， 我 们 选取 高 中 的 初等 几何 
作为 基础 的 几何 然后 对 普通 平面 作 如 下 的 修改 便 得 到 了 射影 平面 ; (a) 给 普通 平面 添加 理 
点 组 成 的 理想 直线 ，( 节 把 理想 点 和 理想 直线 与 普通 点 和 普通 直线 等 同 起 米 ， 不 加 区 别 
亦 即 把 理想 点 和 理想 直线 当 作 射影 平面 的 普通 点 和 普通 直线 对 待 . : 

而 在 这 一 章 ,我 们 可 把 奈 序 例 过 来 ,也 就是 说 ,我们 取 平 面 射影 几何 作为 基础 的 几何 ,并 
且 适 当 的 改造 射影 平面, 得 到 另 一 种 几何 .选取 射影 平面 上 的 (任意 ) 一 条 直线 , 并 称 它 为 理 
起 直线 或 无 穷 运 直线 因 , 当 把 这 条 直线 从 此 平面 上 陈 去 时 , 则 余 剩 下 的 点 和 直线 构成 仿 射 和 
“ 面 。 这 个 平面 上 的 几何 学 就 叫做 信和 平面 几何 学 ， 在 展开 这 种 几何 的 时 候 ; 我 们 总 是 在 庙 

影 平面 选取 一 条 记 为 入 的 直线 , “重新 发 现 ”初等 几何 学 中 的 若干 类 型 的 定理 ， 附 图 可 能 斩 
时 晶 得 卫生 (倘若 读者 坚持 可 用 与 贡 影 几何 里 相间 的 图 形 ， 那 和 您 只 要 在 重 表 它们 时 "在 无 
穷 远 处 "添加 1)。 

射影 平面 里 不 同 的 两 点 4 生 把 直线 2 一 4B 分 成 两 段 ( 见 第 一 章 ) 信和 4B. 候 设 我 
们 选择 一 条 嗓 不 在 4 上 也 不 在 B 上 的 直线 作为 和， 则 仿 射 平面 上 的 直线 忆 失 去 了 它 与 下 
的 交点 了 -, 因而 成 了 一 条 开 直 线 .在 这 仿 射 直线 p 上 , 点 4 和 B 确定 县 只 确定 一 条 线 禾 ， 
即 不 包含 P 的 射影 直线 上 的 线段 4B 或 4B, 这 一 线段 就 简单 地 记 为 4B. 

在 上 面 一 段 中 ， 从 射影 平面 变 到 仿 射 平面 ,记号 没有 改变 。 当然 我 们 可 以 标 出 不 在 刀 
的 射影 点 如 4" 及 对 应 仿 射 点 如 4， 对 于 不 同 于 1 的 射影 直线 及 其 对 应 仿 射 直线 也 在 记号 
上 作 类 似 的 改变 ， 但 是 我 们 不 这 样 做 , 因为 这 一 章 里 的 所 有 定理 当然 是 用 仿 射 平面 里 的 点 
和 直线 来 叙述 的 , 而 在 其 它 地 方 , 例如 直线 是 把 它 看 做 放 六 直线 还 是 看 作 仿 册 直线 ,从 上 
下 文 总 可 以 清楚 地 看 出 ， 


2. 平 行 线 


在 射影 平面 里 ， 任何 两 条 不 同 的 直线 卫 和 7 都 相交 . 阁 这 交点 不 在 记 上 , -其 射 影 直 
线 p 和 g 相交 ,车 这 交点 是 1 上 的 点 , 则 仿 射 直线 了 和 9 不 相交 ， 我 们 定义 。 。 

仿 射 平面 里 不 相交 的 两 条 直线 称 为 平行 线 . 

这 里 我 们 借助 了 初等 几何 的 类 似 求法 套用 两 条 不 相交 直线 的 位 置 关 系 : 而 现在 射影 几 
何 是 非 度量 的 , 因此 ,读者 必须 注意 不 要 给 “平行 ”( 以 及 我 们 从 前 介绍 过 的 其 它 类 杞 术语 ) 以 
度量 解释 . “因而 不 必 假 定 仿 射 平面 里 的 平行 线 是 处 处 等 距 的 ， 

从 上 述 平行 线 的 定义 可 以 推出 ， 
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定理 13.1 与 已 知 直线 平行 的 所 有 直线 互相 平行 . 
定理 13.2 ”过 直线 外 一 点 能 且 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 . 
参看 图 13-1， 由 定义 , 直线 5, c, 4 都 与 4 平行 ， 


显 然 5 平 行 于 0, 而且; 事实 上 ,直线 4; 5, 0, 9 互相 平 | / 

行 。 又 过 点 下 且 与 "平行 的 直线 “是 唯一 的 , 因 。 ， RN/ 

为 ， 根 据 定义 ， 射 影 直线 2 也 必须 在 a 的 理想 点 了 一 Zr 
下 述 定理 留 给 读 老 证 明 ， SA ~ 
定理 18.8 若 一 直线 与 两 平行 线 之 一 相交 , 则 这 ”1 

直线 与 男 一 直线 也 相交 ， 图 13-1 
3. 友 合 线段 


考虑 图 18-2 中 的 完全 四 点 形 PQRS， 它 以 思 作为 对 角 三 角形 的 一 边 。 由 于 每 一 对 仿 


射 直线 PQ, 2S 和 了 PS, QR 都 是 由 两 条 平行 线 组 成 的 , 故此 简单 四 点 形 PQRS 称 为 平行 四 


边 形 ， 根 据 定 义 , 这 个 平行 四 边 形 的 边 是 线段 PQ,， 
QR, ERS, SP， 四 点 形 的 其 余 两 边 就 是 平行 四 边 形 
的 对 角 线 ( 即 线段 PR, QS). 

若 4BOD 是 平行 四 边 形 ， 则 说 线段 4B 和 CD 
是 平移 过 合 的 。 例如 ， 图 13-2 中 ， 线 段 PQ 和 了 S 
(同样 地 ，PS 和 人 QR) 就 是 送 合 的 ， 在 两 平行 线 上 的 
两 条 线段 通过 比较 就 能 确定 它们 是 和 迭 合 的 还 是 不 移 
合 的 ， 我 们 不 难 将 迭 合 推广 为 两 条 线段 在 同一 直线 
上 的 情况 。 考虑 图 13-8 中 的 平行 四 边 形 PP'R'R 
和 QQ'BR'R， 它 们 的 边 PP' 和 QQ' 是 同一 条 直线 
上 的 线段 .这 里 PP' 和 RR 迭 合 ， 而 ER’ 又 与 
4w Q4' 迭 合 、 因 此 , 自然 规定 线段 PP' 与 QQ' 是 和 迭 合 
的。 即 
图 1372 设 44/，BB' 是 同一 直线 上 的 两 条 线段 ， 若 存 
在 一 条 线段 CC' 使 得 44'0'G 和 BB'C'O 都 是 平行 四 边 形 , 则 称 线段 44'，BB' 是 平移 夫 合 


A 
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4. 线段 的 中 点 

设 如 图 18-3 中 的 两 点 了 和 @ 重合 于 六 (如 图 18-4 所 示 )， 则 线段 PM 和 履 Q& 选 合 
我 们 称 用 为 线段 PQ' 的 中 点 ， 令 PR" PD. 则 完全 图 点 形 PMERER 而 时 上 的 调和 
集 有 (0., 4.; D., B.), 且 由 于 


(oO 4 DB 天 (Oo M, P, on， 


所 以 五 (0%, MM; P, Q)， 于 是 我 们 证 明了 
定理 他. 和 线段 48 的 中 点 是 直线 4B 的 理想 反 关 于 4, 8 的 滑 和 共 久 点 。 


Ovo 


z 四 183 
现在 回 到 图 43 2, 设 PR- QS 0. 由 于 H(4。, Bs, 0., D.)， 族 由 (及 P, 0 0) 穴 


(4 B。, 0., DD.) 天 (9, Q, 0,D.) 推 得 ，(B, P;0., 0) 及 HH(8, Q, 了。 C0). 根据 定 
理 13.4, 0 是 两 线段 PR 和 Q8 的 中 点 ， 于 是 得 到 ， 

定理 13.5 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 是 每 条 对 角 线 的 中 点 . 

注 1 上述 证 明 由 两 部 分 组 成 ， 在 第 一 部 分 ， 我 们 在 射影 平面 里 (这 里 对 1 和 它 上 面 
的 点 并 不 赋予 任何 特别 的 重要 性 ) 得 到 五 (R, P; 0., 0) 及 HC8, Q; D., 0) 这 两 个 结果 . 
在 第 二 部 分 , 我 们 根据 前 面 所 引进 的 定义 对 这 些 结果 作 仿 射 解释 . 

注 2， 另 一 证 明 如 下 ,在 射影 平面 里 ， 图 18-2 表示 以 0, 4.。，Bi 为 完全 四 点 形 PQRS 
之 对 边 点 , 且 以 0， 了 为 其 相伴 的 调和 共 樟 点， 于 是 , 由 定理 4.11, 便 有 互 (及 Pi O-，O) 
和 态 (S, @; D0)， 其 余 证 明 如 前 . 

现在 我 们 列 出 涉及 三 角形 的 两 条 热 知 的 定理 ， 将 在 习题 13.1 中 证 明 ， 

定理 13.6 在 三 角形 两 边 中 点 上 的 直线 平行 于 第 三 边 . 

我 们 称 三 角形 PQR 的 一 顶点 与 其 它 两 顶点 确定 的 线段 中 点 的 连 线 QO 为 三 角形 的 中 
线 ， 又 以 PB 和 且 4 记 这 个 三 角形 的 其 它 两 边 的 中 线 , 令 PB.Q0 一 G, 我 们 留 给 读者 证 明 ， 

定理 13.7 三 角形 的 三 条 中 线 共 点 。 这 一 点 G 叫做 三 角形 的 重心 或 中 点 . 

现在 考虑 图 13-5 中 的 简单 平行 四 边 形 PP'R'R 及 图 18-3 中 的 简单 平行 四 边 形 
QERR. 令 PR:QR=S, PRQR=T, m=ST, p= BRR, mp=0; mo0=M, ml,= 
Ns。 因为 0 是 简单 平行 四 边 形 已 SR 对 角 线 RR' 的 中 点 , 故 有 互 (BR， BR 0。, 0)， 先 
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从 然后 从 工 向 这 四 个 点 投影 使 得 五 (P, Q@'”0., M) 和 HH(Q, P'; ~ MM), 所 以 必 是 
PQ 和 P'Q 中 的 每 一 个 的 中 点 ， 于 是 得 到 ， 

定理 13.8 车 同一 直线 上 的 两 条 线段 PP' 和 QQ’ 是 迭 合 的 ， 则 线段 PQ' 和 了 'Q 有 公 
共 的 中 点 ， 


参看 同一 图 形 , 已 知 点 M 是 直线 "上 线段 PQ' 和 P'Q 的 公共 中 点 ,并 令 0"1. 0。 在 
af 上任 到 一 直线 加 藉 o, 并 记 m1 一 必 。。 在 上 咽 取 一 点 4-, 并 作出 它 关于 O-，M- 的 
调和 共 亏 点 也， 令 P4."QB。=, Ph.-QB。=8, P49B-7，P4。Q'B-- 尼 、 现 


S 
在 ,RSBT 是 以 O 一 BRR.ST 为 一 个 对 边 点 的 完全 平行 四 边 形 , 设 透视 (P, Q', 0.) 玉 (4.， 
B。, 0-) 把 履 变 到 M-， 因 为 互 (了 8; Oo, 必 ), 赦 玉 (4。,B。; 0。, MM%).、 但 据 作法 ， 
甩 (4。, B。, 0 了.), 于 是 Mi. 一 M。 且 SS 在 m 上 .， 同 理 可 证 , TP 在 m 上 ， 从 而 0 在 汉 


上 . 令 p*1, 一 0., 因为 (及 有 R， OKA., B, 和) 把 05, 变 到 0。 (为 什么 ?)， 故 04 一 0。 
上 且 p 在 0。 上 . 于 是 p 平 行 于 0: PP'R'R 及 QQ'R'R 崩 为 平行 四 边 形 . 所 以 ,PP' 和 QQ’ 碗 
合 ， 这 便 证 明了 ， 

定理 19.9 车 同一 直线 上 的 两 条 线段 PQ 和 WP 有 公共 的 中 点 ， 则 线段 PP 和 QQ 
是 迭 合 的 . 


sk 和 


在 图 4-4 中 , 我 们 说 明了 抛物 型 射影 (4， 了 OP Fa, …) 太 (4, 0, Fs, Fs, Fs,…) 
的 作法 .现在 , 在 仿 射 平面 上 研究 这 个 图 形 ( 见 图 18-6), 我 们 选取 直线 9 为 1.， 且 在 记号 上 
作 某 些 必要 的 改变 (特别 是 对 直线 0 上 的 点 ) 根据 作法 ， 4o4i 和 A14s 达 合 ; A414s 和 
As4s 迁 合 ,…， 4ihitt 和 44rzdsra 迭 合 ,…. 于 是 ,对 于 任意 正 整 数 序 直线 o 上 的 线段 AoA, 
由 % 民 不 交 选 的 适合 线段 所 组 成 这 时 我 们 说 距离 4o4, 是 4o4i 的 下 信 ， 
当局 4ho41 时， 只 要 注意 五 (NM 41; ho, 4s), H(M,, hs; 4i, 4%), “…, H(M., 
4-6 da Ao), 便 可 作出 4o4。. 
下 面 我 们 将 考虑 已 知 线段 4o41( 见 图 13-7) 分 为 n 条 选 合 线段 的 问题 Cn 是 任 -给 定 的 
正 整数 )， 在 4e 上 任 取 任 一 给 定 的 直线 2 六 o, 在 2 上 任 取 一 点 BJ， 然后 在 p 上 定 出 点 到， 
使 得 BoB, 是 BeB 的 ww 售 ， 43 和 B, 的 连 线 与 ,相交 了 于 P。 令 BiPs*0=Aim(b=1，2, 
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图 13- 了 7 


3, *""y n—1). 则 AoA] 是 了 的 n 售 . 站 
我 们 现在 能 够 在 。 上 作出 点 4s， 使 得 4o4 是 4o4; 的 4 倍 , 而 9 是 任意 有 理 数 ( 见 第 
七 章 )， 由 公理 11 可 知 , 对 于 任意 实数 7, 在 co 上 存在 一 点 4,, 使 得 4o4, 是 do4i 的 7 信 . 


现在 ,可 以 把 线段 4o4, 的 长 度 定 为 | 外 年 | 一 ?|, 这 里 |"| 表 示 7 的 绝对 值 ， 考 察 直 


线 o 上 的 线段 4oX 和 另 一 直线 p 上 的 线段 Ao 了 ， 它 与 o 相交 于 4o， 我 们 可 以 在 线段 4o 芳 
上 选择 任意 一 点 4 而 求 得 4oX 的 长 度 ， 同样 可 以 在 线段 4o7 上 选取 任意 一 点 Bi 而 求 
得 4oF 的 长 度 ， 然 而 这 些 长 度 意义 不 大 ， 因 为 无 法 确定 。 上 的 度量 单位 4o4: 是 不 是 与 p 
上 的 度量 单位 4oBs 一 致 、 因 此 ,在 仿 射 几何 中 , 在 非 平行 直线 上 的 线段 是 不 能 比较 的 ， 

6. 二 次 曲线 : z 

在 射影 平面 上 , 所 有 的 二 次 曲线 都 是 等 价 的 , 因此 ,所 有 的 二 次 曲线 在 8~12 章 中 都 画 
成 解析 几何 中 的 椭圆 ， 设 多 是 射影 平面 上 的 一 条 二 次 曲线 , 当 我 们 转 到 仿 射 平面 时 , 则 有 ; 

(a) 多 与 1 不 相交 ,多 称 为 杭 贺 ， 上 

(b) 名 与 is 相 切 ,名 称 为 抛物 线 ， / 

(6e) 名 与 1 相交 于 两 个 不 同 点 ,多 称 为 双 曲 线 ， 
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7. 中 心 和 直径 

ls。 关于 已 知 二 次 曲线 多 的 极点 叫做 多 的 中 心 ， 椭圆 的 中 心 CO 是 一 个 内 点 〈 见 图 
13-8)， 双 曲线 的 中 心 是 一 个 外 点 ; 和 关于 抛物 线 的 极点 是 它 与 抛物 线 的 切 点 CO-。 严格 地 
说 , 抛物 线 没 有 中 心 , 但 我 们 发 现 , 把 0。 说 成 中 心 比较 方便 ， 椭 圆 和 双 曲 线 都 叫做 有 心 二 
次 曲线 ， 


13-8 


当 二 次 曲线 完全 给 定时 , 要 作 它 的 中 心 , 只 要 画 出 1 上 任意 两 点 的 极 线 的 交点 ( 见 第 九 
章 ); 当 二 次 曲线 不 完全 给 出 时 , 作出 中 心 的 最 简单 方法 (习题 9.8(5)) 需要 二 次 曲线 上 的 三 
个 已 知 点 . 

对 于 有 心 二 次 曲线 ,任意 一 条 通过 它 的 中 心 的 直线 叫做 直径 ， 容易 推 知 , 有心 二 次 曲线 
的 每 一 条 直径 是 和 上 某 一 点 关于 此 二 次 曲线 的 极 线 ， 由 于 柳 加 的 中 心 在 其 内 部 , 故 每 一 直 
径 都 与 它 相 交 于 两 个 不 同 点 ， 即 它 是 割 线 。 而 双 曲 线 的 中 心 在 其 外 部 ， 故 其 直径 可 能 是 制 
线 ,可 能 根本 不 与 它 相 交 ， 也 可 能 在 它 与 的 一 个 交点 处 相 切 . 这 两 条 切线 叫做 双 曲 线 的 
渐 近 线 。 昌 然 这 两 条 渐 近 线 都 是 直径 , 但 它们 具有 某 些 独特 的 性 质 , 例如 : 这 两 条 渐 近 线 把 
它 与 双 曲 线 不 相交 的 直径 和 双 曲 线 的 割 线 的 直径 分 开 ， 对 于 抛物 线 , i。 上 任意 一 上 后 的 极 线 
都 在 O. 上 ， 因 而 我 们 可 以 说 ， 二 次 曲线 中 心 上 每 一 条 直线 都 是 直径 。 仅仅 在 抛物 线 的 情 
形 ,其 直径 互相 平行 . 


8. 作 图 


第 8-10 章 的 所 有 作 图 法 在 仿 射 几何 里 仍然 有 效 ， 这 是 因为 我 们 可 以 选择 1 为 既 不 在 
任意 已 知 点 上 也 不 在 任意 已 知 切线 上 .、 另 一 方面 , 在 适当 选择 i 后 , 仿 射 作法 可 由 射影 作 
法 变形 得 到 . : 

例 18.1 考虑 习题 10.5， 已 知 所 41,s，4s,， 4，4s 和 切线 二 ,，， 在 二 次 曲线 上 作出 另 
外 一 点 。 按 照 所 示 和 的 选择 , 作出 下 列 图 形 : 

(已 知 抛物 线 的 中 心 及 其 三 个 点 , 作出 曲线 的 另 一 点 , 取 思 为 妈 a， 
(2) 已 知 双 曲线 上 三 点 和 其 中 一 点 的 切线 以 及 一 渐 近 线 上 的 理想 点 ， 作 出 曲线 的 另 一 
太 . : 

取 i, 在 4。 上 . 

(3) 已 知 双 曲线 上 两 点 及 其 中 一 点 的 切线 以 及 两 条 浙 近 线 上 的 理想 点 ， 作 出 曲线 上 的 
男 一 尽 ， / 
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取 思 在 4a 和 4 上 . 
(4) 已 知 双 曲 线 上 的 三 点 和 它 的 一 条 渐 近 线 , 作出 曲线 的 另 一 点 . 
取 纪 天 ,3 在 441, 上. 
(5) 已 知 双 曲 线 的 两 点 ,一 条 渐 近 线 和 另 一 渐 近 线 上 的 理想 点 , 作出 曲线 的 另 一 点 . 
取 志 在 4 和 4 上 ， 
(6) 已 知 双 曲 线 的 三 点 , 其 中 一 点 的 切线 和 另 一 条 渐 近 线 上 的 理想 点 , 作出 另 一 条 渐 近 
线 上 的 理想 把 . 
取 在 4s 上 的 5e， 作 为 1. 


9. 共 轿 直 径 


设 卫 和 已 是 二 次 曲线 上 不 同 的 两 点 ,线段 PQ 称 为 二 次 曲线 的 发 。 现在 考虑 给 定 二 次 
曲线 的 一 组 平行 苞 . 这 些 弱 所 在 的 射影 直径 在 一 公共 点 4。 上 ,而 4., 关于 这 条 二 次 曲线 的 
极 线 在 每 一 条 芝 的 中 点 上 , 因此, 我 们 有 ， 
定理 18.10 二 次 曲线 多 的 一 组 平行 弦 的 中 点 在 多 的 一 条 直径 上 . 
因此 , 已 知 二 次 曲线 直径 的 作法 可 以 简化 为 : 连接 二 次 曲线 任意 两 条 不 同 的 平行 蓄 的 中 
点 、 而 其 中 心 的 作法 , 则 可 简化 为 作出 二 次 曲线 的 任意 两 条 不 同 直径 之 交点 . 
考虑 图 138-9 中 的 有 心 二 次 曲线 多 和 它 的 任 
一 直径 ad. 设 d'1。=D。, 于 是 D。 关于 多 的 极 线 
一 般 说 来 是 多 的 另 一 条 直径 办 (读者 可 以 验证 
除 4 是 双 曲 线 的 渐 近 线 外 , 这 一 结论 是 正确 的 ,为 
了 避免 这 种 例外 情况 ， 今 后 在 下 述 约定 下 进行 研 
究 ， 无 论 我 们 给 出 的 是 有 心 二 次 曲线 的 切线 还 是 
直径 ， 它 们 都 不 是 双 曲 线 的 浙 近 线 )， 设 2- 志 = 
D'， 则 直线 关于 名 与 @ 共 轿 (为 什么 ?)， 因 
a 此 ,4 和 0 叫做 名 的 一 对 共 轿 直径 ， 这 样 作 下 
图 区 去 , 多 的 直径 可 以 分 为 共 孝 对 ， 现 在 售 :我 们 从 
直径 4 出 发 , 则 gd 的 共 配 是 g， 这 一 点 留 给 读者 去 证 明 。 于 是 得 到 ， 
定理 13.11 ”有心 二 次 曲线 多 的 共 旨 直径 对 都 是 在 名 的 中 心 多 上 的 对 合 中 的 互 道 


对 . 
”车 名 是 术 圆 ,定理 18.11 中 的 对 合 没有 二 重 元 素 ,这 时 称 它 是 杭 国 型 的 。 车 多 是 双 曲 
线 时 ,对 合 有 两 个 不 同 的 二 重 元 素 ( 即 渐 近 线 ), 这 时 称 它 为 双 昌 型 的 . 

下 述 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 13.129 内 接 于 二 次 曲线 的 任 一 平行 四 边 形 以 二 次 痢 线 的 两 条 直径 为 对 角 线 且 
以 平行 于 一 对 共 示 e 直 径 的 直线 为 边 . 


10. 双 曲 线 


在 这 一 节 里 ,我 们 研究 有 关 二 次 曲线 的 渐 近 线 的 定理 . 其 中 大 多 数 只 是 简单 地 作为 射 
影 定理 的 仿 射 解释 而 得 到 的 .例如 定理 9.18’ 引 出 ， 
定理 13.13 着 双 曲线 的 一 条 切线 与 浙 近 线 相交 于 4 和 4 则 在 4 和 4' 上 的 任意 两 


SR 
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条 平行 线 构成 共 罗 对 . 


这 是 因为 双 曲 线 之 中 心 与 上 任意 一 点 构成 共 思 对 ， 

又 由 习题 9.30 所 述 定理 引出 ， 

定理 13.14 双 则 线 的 任意 一 对 共 罗 直 径 调和 分 隔 两 条 渐 近 线 . 

在 习题 13.8 中 ,我 们 将 证 明 ; 

定理 18.15 若 双 曲线 在 点 1 的 切线 分 割 交 渐 近 线 a 和 w 于 4 和 4’, 于 是 在 履 上 


平行 于 的 直线 上 的 任 一 点 , 则 有 的 极 线 z 在 4 上 且 与 4 平行 . 


现在 考虑 图 18-410 中 以 a 和 w 为 浙 近 线 的 双 曲 线 名。 设 4 和 5 是 一 对 共 思 直径， 它 


们 分 别 与 相交 于 D。 和 Ds， 在 Ds 上 任 取 一 直线 o 与 名 相交 于 了, 8@, 与 两 渐 近 线 相 交 
于 4, 4. 则 用 =o*d 是 弦 工 9 与 两 渐 近 线 相交 于 4 和 4 , 则 4P 与 Q4 和 迭 合 . 


合 


我 们 将 有 
定理 13.16 车 双 曲 线 的 一 条 弦 PQ 与 两 条 渐 近 线 交 于 4 和 4 则 4P 和 94' 先 


作为 定理 13.16 的 特殊 情况 (也 可 直接 证 明 ), 我 们 有 ， 
定理 13.17 ” 双 曲 线 上 切线 的 切 点 是 被 渐 近 线 所 截 切 线 线段 的 中 点 ， 
C 


图 13-10 
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13.1 征明， 在 三 角形 两 边 中 点 上 的 直线 平行 于 第 三 边 . 


证 明 ， 考 察 图 18-11 中 的 三 角形 PQR, 令 PQ 一 4.，QR-1.-B., RP.1.-0。， 记 


PQ 的 中 点 为 下 ， RP 的 中 点 为 LL. 由 HH(P, Q; 4.,, EK), H(P, BR; 0O%, L), 已 知 友 ， 工 是 


透视 


中 的 对 应 点 ， 内 以 天, 上 L，B. 共 线 , 于 是 
KEL/ QR. 


所 和 氢 述 的 射影 定理 得 到 ， 只 要 取 交 三 角形 边 的 
直线 为 也 .= 因为 这 时 交点 的 调和 共 入 点 是 边 的 


B» 
(Pb, Q&, 4,, …) 天 (了 ， ER, O,, …) 


这 个 ( 仿 射 ) 定 理 也 可 以 在 习题 4.2 的 注 中 


中 点 、 且 任意 两 个 中 点 的 连 线 由 于 与 三 角形 第 三 边 上 的 理想 点 共 线 , 所 以 平行 于 第 三 边 . 


18.2 已 知 三 角形 PQR 和 不 在 它 任 一 顶点 上 的 一 条 直线 0， 令 PQ*0=4, QR'0=B， 
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RP,0=0, 0 人 一 0 并 设 了 为 o 上 另 一 点 ， 若 4 B', C 是 。 上 的 局 ， 使 得 每 条 线段 
44, BB', 00 都 以 T 了 为 中 点 . 证明, 直线 PB', QO0',， RA' 共 点 . 

证 明 ， 参 看 图 18-12. 令 PB'.R4'=S.。 考虑 完全 四 点 形 PRRS, 它 的 三 条 对 边 与 直 
线 交 于 o 上 对 合 的 三 对 互 逆 点 ， 其 中 两 对 为 4,，4' 和 B，B'， 因 为 ， 这 个 对 合 有 二 重点 了 了， 
0, 所 以 第 三 对 点 为 0, 0 .于 是 8=Q0' 且 60 在 8 上 ， 


图 13-12 


这 个 仿 射 定理 是 射影 平面 中 作 图 的 副产品 , 即 作 在 o 上 以 下 ,T 为 二 重点 的 双 曲 对 合 中 
4, 了 0 点 的 相伴 点 , 当 了 取 为 o 上 的 理想 点 时 , 即 得 此 定理 . 
13.3 车 三 角形 PQR 三 边 的 中 点 分 别 为 P，Q'，R'， 证 明 ; HH(P'P, P'R， P'Q', 
P’'R’). 
证 明 ， 参 看 图 18-18, 其 中 PR.1。=0.. 由 
定理 13.6, P'R' 平 行 PR, 所 以 , 也 在 O- 上 , 现 
,在 (P'P, P'R, P'Q', P'R')R(P, R, Q 0.), 
且 按 作 图 ，@' 是 线段 PR 的 中 点 , 所 以 HH(P， 
;2 ，0.), 于 是 :. HC(P'P, PR P'Q', P'R’). 
13.4 证 明 : 若 二 次 曲线 多 的 直 色 @ 交 
图 13713 多 于 不 同 点 , 则 这 些 点 所 作 多 的 切线 平行 
证 明 ， 设 了 交 多 于 也, ,因为 4 一 PR 在 名 的 中 心 上 , 它 关 于 名 的 极点 是 入 上 的 信 
点 4。， 由 定理 9.9, 多 在 了 P, @ 的 切线 4。 上, 所 以 互相 平行 
当 多 是 平行 线 时 , 它 在 忆 的 任何 点 上 的 切线 之 一 是 入 本 身 ， 所 以 ， 抛物 线 的 两 条 切线 
决 不 平行 . 
13.5 证 明 ， 车 44' 是 二 次 曲线 多 的 任 一 纺 , 它 的 中 点 在 的 直径 4 上 , 则 儿 在 4 
4' 处 的 切线 交 在 4 上. 
证 明 ; 令 444=4", A441 一 4。， 则 互 (4, 44 4。, 4"), 生 a 是 4. 关于 多 的 极 
线 (为 什么 ?), 记 多 在 4, 4' 处 的 切线 的 交点 为 ,现在 人 TP 是 A4 关于 多 的 极点 ， 由 定 再 
9.9 的 对 偶 , 了 在 4 上 . 
13.6 设 儿 是 一 条 二 次 曲线 ，P 为 定点 ， 当 % 是 双 曲线 时 ，P 是 不 在 其 渐 近 线 上 ， 
证 明 ;P 上 乡 的 总 的 中 点 在 另 一 条 二 次 曲线 上 ， 
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证 明 ， 假 定 多 基 一 条 有 心 二 次 曲线 ， 其 中 心 是 0,， 设 在 己 上 任 一 芒 z 交 乡 于 Q, 0， 
令 vw'l 二 芋 。( 我 们 不 排除 卫 在 名 上 ， 因 而 8=P 的 情况 )， 了 对。 关于 & 的 极 线 w 在 线段 
Q8& 的 中 点 上 , 也 在 CO 上 ,现在 令 % 在 了 上 变动 ,由 定理 9.10 有 ， 

P(w)Al(X) 入 OGz)， 
所 以 , P(w) 入 C(w')。 因 为 当 儿 为 双 曲 线 时 , 卫 不 在 渐 近 线 上 , 所 以 PO 不 会 自 对 应 , 且 这 
个 射影 不 是 透视 , 所 以 由 定义 ,ww w 在 一 条 二 次 曲线 上 . 此 二 次 曲线 也 在 三 和 CO 上 . 

6 是 抛物 线 的 情况 留 给 读者 考虑 ， 

13.7 已 知 二 次 曲线 儿 的 中 心 0 和 它 的 三 条 互 不 平行 的 切线 ， 作 出 男 外 若干 条 人 切 
线 . 

解 ， 记 已 知 切线 mJ， as, as ( 见 图 138-14)， 令 加 = 4 04. 1 一 oi 一 1, 8, 5)， 在 
4 上 有 @ 的 第 二 条 切线 , 称 为 ss， 现在 4.,1 的 极 线 在 O 上 ,也 在 切线 ai，aa 的 切 点 4 
4 上, 令 414s 尼 ,一 B。, 则 因 吾 (0O,，B。 4i，43)， 故 也 有 瑟 (c 1 at aa)， 所 以 mm 可 以 
作出 。 同 理 , 平行 于 ms 的 切线 a 也 能 作出 ,于 是 另外 的 切线 利用 布 利安 桑 定理 也 能 作出 ， 


图 13-14 
13.8 证明， 若 双 曲 线 在 点 履 处 的 切线 分 别 交 渐 近 线 w w' 于 4, 4 于 是 在 MM 上 

且 平 行 于 的 直线 上 任 一 点 , 则 肝 的 极 线 在 4 上 生平 行 于 4. 
证 明 ， 参 看 图 18-15, 其 中 m 为 天 处 的 切线 , 及 是 用 4 上任 一 点 ， 令 AX .l=B, 
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我 们 要 证 明 , w=4"B。， 由 定理 13.18, 4B. 和 43. 是 关于 双 曲 线 的 共 圈 线 对 , 同时 , 因为 
4 是 性 4 的 极点 , 4 4'B. 和 42 是 共 氏 对 , 于 是 4B。 的 极点 是 4B。* 及 4%= 子 ， 或 者 说 
所 的 极 线 ww 是 4'B.. 
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13. 9 在 射影 平面 上 , 有 一 条 直线 记 为 1,, 设 一 已 知 直 线 p 交 1 于 了。， 在 2 上 有 四 个 
不 疗 点 4, B, 0, DD 且 点 如 不 在 这 条 直线 上 . 
(a) 在 卫 上 作 直 线 g 平行 于 2. 
(b) 作 点 了 ,使 得 4BEF 为 平行 四 边 形 . 
(oc) 作 点 G, 使 得 48GB 为 平行 外边 有形 . 
(d) 给 出 召 是 线段 FG 中 点 的 两 种 证 明 ， 
.. (9e) 写 出 证 明 线 段 4B 和 OD 和 迭 合成 或 不 迭 合 的 步 双 . | 
13.10 证 明 ， 若 PQRS 是 平行 四 边 形 ， 则 完全 四 点 形 PORS 有 两 个 对 边 点 在 也 上 。 
反之 亦 成 立 . 
13.11 证明， 在 三 角形 一 顶点 上 的 中 线 关于 这 点 上 的 两 条 边 的 调和 共 辑 线 平 行 于 第 
三 边 . 
13.12 证 明 ， 两 条 已 知 平行 线 r 和 s 被 所 有 不 平行 它们 的 直线 所 截 , 截 得 线段 的 中 点 
在 一 条 与 已 知 直线 平行 的 直线 上 . 
提示 : 在 任何 不 平行 于 7 和 s 的 直线 p 上 , 令 7.p 一 R,s ” :58, RS.1, 一 L。,， 令 了 TD 是 线段 
RD 的 中 点 。 考察 从 7.s 到 其 它 不 平行 直线 上 的 这 些 点 三 :的 射影 ， 
13.13 在 图 18-11 中 , 令 L4..QR= MH, 证 明 : 六 将 一 个 三 角形 两 边 中 点 所 得 线段 的 
长 度 等 于 第 三 边 长 度 的 一 半 . 
13.14 证 明 : 若 直线 w 上 三 个 不 同 点 41(，4s，4，。 和 直线 y 上 的 三 个 不 同 点 41, .4 
4: 使 得 4142，414s 平行 ,4.45，A54s 平行 , 则 A4145，414s 平行 。 
13.15 证 明 ， 定 理 13.7. 
13.16 在 图 9-1 中 , 取 
(a) PT=l, 证 明 儿 是 一 个 椭圆 , Pi 是 它 的 中 心 ,p 和 革 邓 1 是 直 色 ， 
(b) PK =1,, 确定 名 的 中 心 . 
(6) 长 了 1, 证 明 多 是 一 条 双 曲 线 , 确定 它 的 中 心 和 渐 近 线 . 
(d) i 使 得 名 是 一 条 抛物 线 . 
13.17 对 于 任何 有 心 曲线 多 和 1. 上 任 一 点 PP, 找 出 下 列 各 点 的 仿 射 解释 ， 
(a) 极 线 的 定义 ; 一 一 车 直径 & 在 名 的 两 条 平行 芒 44' 和 BB' 的 中 点 上 , 则 4B.4'B 
和 A4B'.4'B 都 在 @ 上. 
(b) 定理 9.1. 一 天 上 任 一 点 关于 多 的 极 线 是 多 的 直径 . 
(9) 定理 9.3. 符 从 多 的 直径 gd 上 任 一 点 能 作 多 的 两 条 切线 5 和 ww, 则 d 关 于 a 
4 的 调和 共 斩 线 的 平行 弦 族 的 中 点 都 在 @w 上 . 
(d) 定理 9.4: 一 一 若 从 乡 的 直径 gd 上 任 一 点 能 作 & 的 两 条 切线 ， 则 9 与 这 两 条 切线 
的 切 氮 的 弦 交 于 芝 的 中 点 . 
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18.18 证 明 ， 二 次 曲线 的 两 条 平行 切线 的 切 点 在 一 条 直 答 上 . 

13.19 在 习题 18, 16(a), (6)，(d) 中 ,分 别 说 出 一 对 共 力 直径 (如 果 存 在 的 话 ). 

部 分 答案 ，(ce)PM 和 PN. 

13.20 证 明 ， 若 二 次 曲线 分 别 交 它 的 两 条 直径 于 P, R 和 Q, S， 则 PQRS 是 一 个 平 
行 四 边 形 . 

13.21 证 明 , 定理 13.12. 

了 .总 证 明 ， 若 二 次 曲线 的 一 条 直径 上 的 两 点 可 以 各 曾 丙 条 切线 %, 43 6, 0', 则 二 站 
线 : (5) GD) 和 (200 (m5) 都 平行 于 中 点 在 4 上 的 避 族 . 

在 习题 18.28 一 一 13.28 中 ,C 是 有 心 曲 线 . 

13.23 证 明 : 车 忆 是 多 的 直径 a 上任 一 点 , 则 卫 的 极 线 平 行 于 共 堪 直径 0. 
提示 ， 令 dl.=D。, -l=D', 则 D' 是 4 的 极点 . 

13. 证明 ， 若 4 和 dd' 是 名 的 一 对 共 轿 直径 , 则 ad'(@) 平 行 于 中 点 在 &(d) 上 的 平行 
弱 组 . 

13.25 设 名 的 任 一 直径 d 交 多 于 DD 和 D',。e 和 e 是 B 的 任 一 对 共 思 直 径 . 证 明 . 
在 已 和 已 上 平行 e 或 e 的 直线 交 于 上 的 点 了 和 G, 且 FG 是 多 的 一 条 直径 . 

18.236 设 儿 的 平行 切线 a 和 oa 的 切 点 分 别 是 4 和 4 ，B 是 名 的 任意 第 三 条 切线 5 
的 切 操 ,证明 &.2 在 平行 于 4'B 的 直径 上 ,a'*b 在 平行 于 .4B 的 直径 上 . 

到 .2 设 儿 的 平行 切线 a 和 a 的 切 点 分 别 是 4 和 妈 , 5 是 名 的 另 一 切线 ,a 是 在 ws 
上 的 和 的 直径 ,确定 避 的 切 点 卫 . 

13.28 若 乡 的 共 斩 直 径 w 和 dl 分别 交 多 于 4, B 和 DD, 刀 , 了 是 名 上 的 另 一 点 ,gq 是 
平行 于 的 直线 ,证 明 R=4AP.gq 和 =BP.g 是 关于 儿 的 共 思 点 . 

”18.29 若是 一 条 抛物 线 的 弦 PQ 的 中 点 ,0 是 PQ 的 极点 ,证 明 ; 抛物 线 交 线段 OL 

于 它 的 中 点 . 

13.30 已 知 抛物 线 的 四 条 切线 , 作出 共 轿 于 一 条 已 知 切线 的 直径 ， 
提示 : 第 五 条 切线 是 7. 

13.31 已 知 抛物 线 的 一 条 直径 a 和 (@) 它 的 三 个 点 或 (2) 它 的 三 条 切线 , 作出 这 条 抛物 
线 . 

13.32 证 明 ， 若 a 和 a” 是 双 曲 线 的 一 对 共 轿 直径 ， 则 一 条 与 双 曲 线 相交 而 另 一 条 不 
相交 . 

18.33 一 个 平行 四 边 形 的 边 平行 于 双 曲 线 多 的 渐 近 线 ， 车 它 的 一 条 对 角 线 是 多 的 
怠 ,证明 : 另 一 条 对 角 线 是 乡 的 直径 . 
提示 : 人 参看 习题 10.25. 

13.34 证 明 ， 若 双 曲线 的 一 条 切线 被 其 渐 近 线 所 截 ， 则 切 点 是 截 得 线段 的 中 

13.35 在 已 知 点 4 上 上 且 平 行 于 一 条 浙 近 线 的 直线 p 交 双 曲 线 于 P, 交 4 的 极 线 于 B， 
证 明了 是 线段 4B 的 中 点 . 

13.36 已 知 双 有 曲线 的 两 条 切线 , 其 中 一 条 的 切 点 和 一 条 渐 近 线 , 作出 ， 

(a) 第 二 条 切线 的 切 点 . 

(b) 过 这 条 浙 近 线 上 任 一 点 的 切线 . 
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(0) 在 另 一 渐 近 线 上 的 理想 点 ， i 

(d) 双 曲 线 的 中 心 ， z 

(e) 另 一 条 渐 近 线 . 

13.37 证 明 ， 一 个 四 点 形 关于 九 点 二 次 曲线 在 对 角 三 角形 的 顶点 和 由 这 个 四 点 形 的 
顶点 所 确定 的 六 条 线段 ( 即 完 全 四 点 形 的 边 ) 的 中 点 上 . 

13.38 证 明 ， 在 习题 18.87 中 ， 完 全 四 点 形 对 边 的 中 点 连 线 是 九 点 二 次 曲线 的 直 
径 。 
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314.1 基本 内 容 


1. 引 言 

前 面 我 们 由 实 射影 几何 通过 下 面 两 点 引出 了 仿 射 几何 : (了 在 射影 平面 上 选取 任意 一 条 
直线 , 记 为 !。; (2 若 射影 直线 和 % 相交 于 1 上 同一 点 ,， 则 定义 仿 射 直线 % 和 9 平行， 在 
这 种 几何 里 , 当 且 仅 当 两 条 线段 在 同一 直线 或 平行 线 上 时 才 可 以 比较 . 

但 是 一 旦 我 们 有 了 在 非 平行 直线 上 比较 两 条 线段 的 方法 ， 仿 射 几 何 就 变 成 了 欧 几 里 德 
几何 . 进而 , 只 要 我 们 说 明 两 条 直线 何 时 垂直 , 便 提 供 了 这 种 比较 方法 .因为 这 时 椭圆 可 以 
分 为 两 类 一 一 圆 和 非 圆 一 一 而 当 4, ;8 都 在 以 0 为 中 心 的 圆 上 时 ， 就 可 以 通过 旋转 来 定义 
非 平行 线段 04 和 08B 为 全 等 . : 


2. 牌 线 


在 初等 度量 几何 中 , 下 述 垂 线 的 性 质 表明 我 们 怎样 定义 垂直 : 

知 直线 < 垂直 于 ow, 则 es 垂直 于 &. 

直线 与 自身 不 牌 直 . 

第 一 条 性 质 揭 示 了 一 对 垂 线 和 一 个 对 合 的 互 逆 对 之 间 的 联系 。 第 二 条 性 质 机 求 这 个 对 
合 是 椭圆 型 的 ， 

我 们 还 是 从 射影 平面 著 手 。 这 时 射影 平面 上 的 直线 1。 和 平行 直线 都 按 第 十 三 章 所 述 ， 
在 ts。 上 任 取 一 椭圆 型 对 合 , 记 为 ， 称 这 个 对 合 为 绝对 对 合 或 重 直 对 合 , 并 把 它 的 互 逆 对 
记 为 4.，44; 8。，B.; 0。，0O.;…( 在 第 十 三 章 的 每 个 图 中 都 出 现 了 直线 ,但 在 这 一 章 纪 
至 少 避 在 它 上 面 确定 了 绝对 对 合 的 两 对 互 道 对 时 才 会 出 现 ). 

当 射影 直线 a 和 在 绝对 对 合 的 互 逆 对 上 时 , 两 仿 射 直线 > 和 zw' 称 为 是 垂直 的 .在 图 
14-1 中 4。 上 的 直线 < 与 4- 上 的 直线 a' 垂直 . 同样 , 2: 和 2 (pa 各 2) 重 直 . 


0 


图 141 


138 第 十 四 章平 面 欧 氏 几 付 


由 此 , 容易 推出 下 述 定 理 ， 

定理 14.1 在 任 一 点 上 有 且 只 有 一 条 直线 垂直 于 一 已 知 直 线 . 

定理 14.2 垂直 于 同一 直线 的 两 条 直线 平行 . 

定理 14.3 ”与 两 条 平行 线 之 一 垂直 的 任 一 直线 也 与 另 一 条 直线 垂直 . 

定理 14.4 在 以 卫 为 中 心 的 任意 线束 中 , 垂 线 对 是 在 忆 上 线 对 合 的 互 首 对 . 

定理 14.4 中 所 述 的 对 合 ， 它 的 互 逆 对 与 绝对 对 合 .o 之 五 道 对 一 致 ， 叫 做 忆 上 的 圆 对 


eh 


现在 ,我们 列 出 下 列 定义 : 

由 一 对 垂 线 形成 的 角 叫 做 直角 . 

设 PQ 是 直线 o 上 以 用 为 中 后 的 线段 ， 则 过 到 且 垂 直 于 。 的 直线 叫做 这 个 线段 的 符 
直 平 分 线 . 

如 果 三 角形 的 两 边 是 两 条 垂 线 上 的 线段 , 则 此 三 角形 叫做 直角 三 角形 。 否则， 叫做 人 
三 角形 . 

过 三 角形 一 顶点 且 与 其 对 边 垂直 的 直线 叫做 三 角形 的 高 线 。 

过 任 一 顶点 的 高 线 与 其 对 边 的 交点 叫做 垂 足 。 

斜 三 角形 的 垂 足 是 它 的 重 足 三 角形 的 顶点 . 

二 邻 边 和 三 直 的 平行 四 边 形 叫做 算 形 . 

我 们 将 在 习题 14.1 中 证 明 . 

定理 14.5 任 一 三 角形 的 高 线 共 点 . 

定理 14.5 中 的 共 线 点 叫做 三 角形 的 重心 . 


3. 贺 


设 P, 8 是 两 个 不 同 的 普通 点 ( 见 图 14-2), 令 PQ1,= 了 ,并 记 .x 中 的 P 的 对 应 点 
为 已， 因为 
(A.,, A', 万， P,, BP', .….)A(A', 了 B', B,, ..., P', P,, ...), 
我 们 有 (PA4。, PA%, PB,, PB'., .., PP., PP .…)A (A., A', B,, B', ..., 五 三， 
“A(AS, A,, Be, Bo,-…, Ps, P,, -…) (QA',, OA, QB, QB.,.…, QP,, QB, .…), 
所 以 (PA.,, PA®, PB,, PB., .…, PP,, PP .…)A(QA', QA., QB'., QB,, …, QP.,, 
QP,, .…). 
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由 这 个 射影 定义 的 二 次 曲线 是 在 点 P, Q 上 的 椭圆 (为 什么 ?7)， 在 此 射影 中 ，PQ 的 对 
应 线 作 为 P 上 之 线束 中 的 直线 是 切线 QP%， 而 作为 @ 上 之 线束 中 的 直线 是 切线 PP%， 由 
于 PP 和 QP 是 一 对 平行 的 切线 , 故 PQ 是 椭圆 的 直径 , PQ 的 中 点 O 是 椭圆 的 中 心 ， 

设 只。 及 是 .9 的 男 一 互 逆 对 , 令 PR.QR.=R, PR.:0R,=R', 则 从 - 


(了 @, O, 五 ) 天 (P, R, R’', RB.) 

便 得 互 (P,， 书 ; BR"，R..)， 所 以 BR' 是 汞 PR 的 中 点 。 于 是 &. 关于 椭圆 的 极 线 是 OR'= 
OR。, 从 而 BS 的 极 线 是 ORE。， 所 以 OE 和 O 尽 .是 一 对 共 斩 直径 .但 瓦 .， 尽 . 是 .oz 的 任 
意 一 对 互 首 对, 因此, .x 的 每 一 互 逆 对 与 中 心 O 的 连 线 构成 这 个 椭圆 的 共 斩 直 径 的 对 合 . 以 
后 , , 老 椭 圆 的 共 罗 直 径 对 在 1 上 截 出 绝对 对 合 或 者 它 的 共 柜 直径 的 对 合 是 圆 对 合 ， 我 们 就 
称 此 椭 图 为 男 ， 因 此 , 现在 椭圆 这 个 名 称 是 专 指 不 与 1 相交 且 它 的 共 轿 直径 的 对 合 不 是 图 
对 合 的 有 心 二 次 曲线 . z 

从 上 述 讨论 容易 得 到 . 

定理 14.6 内 接 于 半圆 的 角 是 直角 ， 

定理 机 .7 圆 中 任 一 弦 的 垂直 平分 线 过 圆 的 中 心 . 

定理 14.8 过 圆 的 直径 端点 的 切线 与 该 直径 垂直 . 

定理 去 .8 共 恩 于 圆 内 已 知 弦 的 直径 是 这 汞 的 垂直 平分 线 . 

定理 14.10 过 两 定点 的 每 一 对 垂 线 的 交点 都 在 同一 一 圆 上 ， 这 圆 以 这 两 点 的 连 ,接线 段 
为 直径 . 

所 以 以 线段 PP' 为 直径 的 圆 是 使 PX 和 了 P' 垂直 的 交点 互 的 轨迹 . 

定理 13.2 和 定理 14.6 意味 着 下 述 定理 . 

定理 14.11 内 接 于 圆 的 平行 四 边 形 是 矩形 ， 它 的 对 角 线 是 圆 的 直径 ， 它 的 边 是 平行 于 
圆 的 共 罗 直 径 对 ， 


4. 迭 合 线 段 


设 0 是 圆 的 中 心 。 子 是 圆 上 一 点 ， 则 线段 0 叫做 圆 的 半径 、 例如 ， 在 图 14-2 中 ， 
OP, O08, OR 都 是 圆 的 半径 ， 而 OP 和 OQ 是 选 合 的 ， 因 为 O 是 PQ 的 中 点 。 我 们 把 线段 
迭 合 的 概念 推广 到 下 面 两 种 情况 . 

(a) 一 个 圆 的 所 有 半径 的 迭 合 : 

若 两 条 线段 0 和 和 OCT7 都 是 同一 圆 的 半径 , 则 说 它们 是 旋转 选 合 的 ， 

(b) 非 平行 线 上 的 两 线段 的 迭 合 : 

若 存在 线段 0 对, OY 了， 它们 通过 平移 分 别 与 PR，RS 迭 合 且 又 是 旋转 迭 合 的 ， 则 线段 
PQ 和 RS 称 为 是 迭 合 的 ， 

现在 我 们 可 以 把 已 知 直 线 上 的 度量 单位 转移 到 平面 上 的 其 它 直线 上 去 。 因此 , 任何 两 
条 线段 都 可 以 进行 比较 , 因为 它们 的 长 度 都 以 共同 的 度量 单位 表示 的 . 

设 4, B, O 是 三 个 不 共 线 的 点 ,O 是 线段 4B 和 BO 的 垂直 平分 线 的 交点 ， 用 名 表示 
以 O 为 中 心 , 4 为 纺 的 圆 , 多 ' 表示 以 0 为 中 心 , BO 为 弦 的 贺 ( 兄 习题 14.2)、 因 为 0B 同 
时 是 名 和 5S 的 半径 ,所 以 它们 实际 上 是 同一 个 圆 . 于 是 证 明了 : 

定理 14.12 任意 三 个 不 共 线 的 点 确定 唯一 一 个 圆 . 
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5. 角 


在 初等 几何 里 ， 图 14-3(q) 中 顶点 在 O 的 角 ， 有 各 种 各 样 的 记 法 ， 如 和 0， L408, 
人 BOA 等 . 现在 , 我 们 用 有 问 角 来 取代 它 , 定义 如 下 ， 


图 14-3 


从 40 到 OB 的 有 向 角 是 指 由 直线 6 一 40 绕 0 反 时 针 转 到 与 5~0B 重合 时 所 扫 过 的 
角 . z z 

有 交角 总 是 正 的 且 小 于 180*， 我 们 将 它 记 为 (a8) 或 (40B)。 应 该 强调 指出 ， 有 向 角 
(40B) 与 a 上 的 40 及 5 上 的 BwO 的 位 置 无 关 ， 例如 ,在 图 14-8(a) 中 , (ab) = (40B) 
一 AO0B, 而 在 图 14-8(8) 中 , (ab) = (4OB) 都 是 4OB 的 补 角 。 同样 ,在 图 14-4 中 , 当 
0, D 同 在 48B 一 侧 时 , 和 40B~ 4DB, 而 当 O, DD 在 4B 的 两 侧 时 , 它们 是 互补 的 ， 但 在 
上 述 两 种 情况 中 , 有 向 角 (4OB) 和 (4DB) 都 相等 。 于 是 我 们 有 ， 

车 四 个 不 同 点 4, B, 0, 也 共 圆 , 则 (40B) 一 (4DB)， 


人 


bh 
好 


D 
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现在 我 们 想 从 射影 几何 的 角度 来 考察 这 些 角 ， 性 了 生出 下 面 要 作出 的 定义 ， 我 们 给 出 
下 面 的 习题 . 

已 知 在 原点 O 上 的 四 条 直线 4, 3, w', 5', % 垂直 于 2 牌 直 于 5b. 设 4 的 方程 为 y 一 
mw, m 一 霹 中 ,并 用 96 记 有 向 角 (g5)， 写 出 5, a， 的 方程 ,并 证 明 : (ga, 5; 6 0) 只 是 9 的 
函数 . 

图 14-6 由 一 个 圆 及 圆 上 的 四 个 不 同 点 4, B, 0, DD 组成， 考虑 在 点 0 上 的 直线 .a 一 
40, 0 一 OP, a 垂直 于 a 且 与 圆 的 另 一 交 点 为 4，8 垂直 于 2 与 圆 的 另 一 交点 为 B"( 注 意 
44 和 BB' 都 是 圆 的 直径 )，、 连 接 D 和 4, B, 4', B,, 分 别 得 到 直线 6 5, 4', 5', 其 中 4 和 
a', 5 和 0 都 是 垂直 的 ， 由 定理 8.2 便 得 ， 
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图 14-6 


(i) (a, 6, «', 8) (a, 56, @', 6'). 
所 以 , (a5) = (a5) 就 意味 着 (让) 成立， 但 是 反 过 来 , 一 般 是 不 成 立 的 。 因为 , 引用 定理 
2.10, 我 们 也 有 
( (a,b, 60) 天 (5 a, 6', o"). 
但 这 并 不 能 推出 (a3) = (568), 因 为 当 (465) 与 (64) 互补 时 ,也 有 (45) 一 (54)， 注意 , 在 中， 
还 有 ; 5(g, 5, @', 56) 一 6(ga, 8, a', 5),' 也 就 是 说 , 它们 都 是 反 时 针 方 向 ， 而 在 (让 中 ， 我们 
有 :6(g, 8, a', 8) 下 6(5, 4&, 5', 4')， 现在 (be) 一 (2G), 且 显然 有 : 
(b, o’, b' a) (6, a’, 6’, 0) 
和 5(b, @', b', a) =6(6, a’, 6', &). 
所 以 我 们 规定 : 
如 果 直 线 4, 5 及 它们 各 自 的 垂 线 a', 5 在 PP 上 ,直线 0, 9 及 它们 名 自 的 牌 线 0', 在 
Q@ 上 ,县 
(a, b, 0 8 天 (eco 0', &'), 
dg, Da 0)=6(0, g, ©, d) 
或 者 (a, Da 8 天 (eg e', d), 
SCa, b', a', b)=6(0, 0 d), 
则 有 (ec2) = (ed). 
例 1 了 4.1 在 图 14-7 中 ,直线 2 及 它们 各 自 的 牌 线 ww, 9b' 都 在 0 上 , 由 于 这 些 直线 与 
ls 相交 于 绝对 对 合 .3Y 的 两 对 互 道 对 , 故 有 : 


?。 _ 
(a, Da 6)RK(A., Bs, A%, B.)A(A,, Be, A.,, B。) 


Ll, 
天 (c， 4', &, 5). 


， 因此 (a, D， 0 ， 2 ) 大 (c， 2 ， 0, 2 )， 


dla, b, a', 6b) =6(4", b’, cg b), 
所 以 (a5) 和 (w2 ) 相 等 . 
例 14.2 设 a, 6 和 5, a 是 两 对 平行 线 ,a, 5 在 OO 上,c, a 在 男 一 点 0 上 , 则 由 于 
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图 14-7 


(a, 68, &”, 天 (也 B., A', 承 ) 天 (o dc'，d)， 
(@, b, &', b)Alo, d, ¢', a). 
同样 也 有 5(4, 5, a', 5') ~8(c, do 4) .这 匙 因为 它们 都 等 同 于 1。 上 的 5(4。, B。, 4%, 
B.), 所 以 (a5) 和 (ed) 相等 . 


图 14-8 


6. 角 平分 线 


若 三 条 共 点 线 4, 8, m 满足 (gm) = (mb)， 则 说 直线 m% 平 分 角 (o5)、 设 mw 平分 (qa8)， 
则 ( 见 图 14-9) 我 们 给 出 ; 
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(a) (@, m, @’, n) Am, 6, n, 5') 
和 (hb) (0, m, o', %) =6(m, 5, n, 0'). 

由 (2a) 和 定理 2.10 的 对 偶 , 我 们 得 到 : 

(b, %, 8, 0) 天 (mo DFA, a, mm, 0) 

或 者 (5 9，D Mm) AQ, o, m, ®). 
又 由 于 6(85, 2 8 1m) =6(n, 4a, m, 9), 所 以 (6m) 和 (na) 相 等 . 

又 由 定理 2.10 的 对 侦 得 : 

| (&, 7 gl RIACm, b, 1%, 5A’', n, b, m), 

这 表明 m, n 为 对 合 (w 4, 5, 5 天 (2',5, w', 四 的 互 道 对， 但 它们 也 是 圆 对 合 (w, ow',5， 
6 入 (qa, 4, b', 5) 的 互 逆 对 ， 根 据 定理 6.13 的 对 偶 ， 直 线 m, 区 都 是 对 合 (G， 8, w', 6) 人 
(6, a, 8', a ) 的 二 重 直线 ; 因而 卫 (m, mn; a, 8). 于 是 证 明了 

定理 14.13 若 直 线 m 平 分 角 lab), 则 (了 垂直 于 m 的 直线 平分 角 (B6), (2) H(m, 
m &, 5). 

定理 14.13 的 北 也 是 成 立 的 , 即 有 : 

定理 14.14 若 互 (mw, mn; a, 5) 且 m 垂直 于 n, 则 各 平分 (03)，(2@) 中 的 一 个 角 ， 而 
平分 兄 一 角 . 

当 mn 平分 (86), 1 平分 (5@) 时 ,我 们 称 m, % 分 别 为 (a5) 的 内 分 角 线 和 外 分 角 线 。 下 述 
定理 留 给 读者 证 明 . 
定理 .5 斜 三 角形 的 高 和 边 平 分 它 的 牌 足 三 角形 的 角 . 
定理 玛 .16 三 角形 的 分 角 线 三 个 一 组 , 合 在 一 起 构成 一 个 由 点 形 。 


7. 二 次 曲线 的 轴 


考察 以 O 为 中 心 的 二 次 和 曲线 儿 ， 在 0 上 ， 有 两 个 有 趣 的 直线 对 合 一 一 多 的 共 思 直 名 
对 合 和 贺 对 合 。 由 于 后 者 总 是 椭圆 型 的 ， 所 以 这 两 个 对 合 ( 见 定理 6.11 和 6.12) 至 少 有 一 
公共 的 互 道 对 (车 它们 有 两 对 公共 互 逆 对 , 则 它们 是 恒 等 的 , 这 时 的 二 次 曲线 是 一 个 圆 )。 于 
是 每 一 椭圆 (但 不 是 圆 ) 和 双 曲 线 只 有 一 对 垂直 共 轿 直径 。 故 我 们 定义 ， 

有 心 二 次 则 线 的 轴 是 二 次 曲线 的 垂直 共 罗 直 径 。 或 者 说 ， 有 心 二 次 曲线 的 轴 是 垂直 于 
被 它 平 分 的 一 组 平行 蓄 的 直径 . 

椭圆 的 每 一 轴 都 与 它 相交 于 两 点 , 叫做 顶点 , 轴 长 就 是 连接 两 顶点 所 得 线段 的 长 度 ， 椭 
圆 的 各 轴 长 是 不 相等 的 , 因为 要 不 然 , 这 椭圆 使 是 贺 了 .。 较 长 的 轴 叫 做 械 轴 (或 长 轴 ), 另 一 
轴 叫 共 罗 轴 (或 短 轴 )，、 双 曲线 只 有 一 条 轴 和 它 相交 (见习 题 13.32)。 这 条 相交 的 轴 叫 做 械 
轴 , 另 一 条 叫做 共 桃 轴 ， 抛 物 线 的 轴 是 一 条 甜 直 于 被 它 平 分 的 一 组 平行 弦 的 直径 (为 什么 只 
有 一 条 ?), 抛物 线 的 顶点 是 抛物 线 与 它 的 轴 的 普通 交点 . 

为 了 作出 有 心 二 次 曲线 多 的 轴 ， 我 们 任 取 一 条 直径 dg， 它 与 二 次 曲线 多 相交 于 4, B 
两 点 , 那么 以 48B 为 直径 的 图 或 者 (4) 与 多 在 4 和 B 有 公共 切线 ， 或 者 (5) 与 多 有 另外 两 
个 交点 , 比如 说 卫 和 召 ， 若 有 (a), 则 直线 4B 垂直 和 且 共 轿 于 这 些 切 线 , 因而 垂直 且 共 斩 于 
和 这 些 切 线 平行 的 弦 . 这 时 ，A4B 就 是 多 的 一 条 轴 ， 而 它 的 垂直 平分 线 是 另 一 条 轴 ， 若 有 
(2), 则 点 4, B,D, 吾 是 一 个 矩形 的 项 点， 由 定理 14.10, 矩形 的 边 平行 于 二 次 曲线 的 一 对 
共 轿 直径 , 这 些 共 亏 直径 是 垂直 的 , 因而 它们 就 是 所 求 的 轴 ， 
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凤 一 次 前 线 是 一 条 与 记 相交 于 0 的 抛物 线 时 ， 任 取 --. 直 径 避 和 任 -- 重 直 于 & 的 站 
48 设 政 是 4B 的 中 点 ; 则 过 于 的 直径 就 是 所 求 的 轴 . 


8. 二 次 曲线 的 焦点 和 准 线 


在 任 一 点 卫 , 关于 已 知 二 次 曲线 多 的 共 驾 直线 的 对 合 含有 一 对 互 道 的 垂 线 对 .我 们 定 
若 一 个 点 关于 二 次 曲线 的 共 邢 直线 的 对 合 与 圆 对 合 重合 ， 则 这 点 称 为 二 次 曲线 的 焦 
点 ， 
圆 的 中 心 就 是 一 个 焦点 、 售 是 对 于 其 它 类 型 的 二 次 曲线 ,都 很 难 直接 看 出 存在 这 样 的 
点 ， / 
现在 假设 下 是 二 次 复线 台 的 焦点 ,G 不 是 图 , 则 多 在 妃 的 任 一 切线 都 是 自 共 白 的, 因 
而 也 是 自 垂直 的 。 放 有 . 

定理 14.17 二 次 曲线 的 焦点 总 是 它 的 内 成 . z 

设 O 是 名 的 中 心 , 当 名 是 热 物 线 时 ,G= O。, 则 过 万 且 季 直 于 OF 的 蓄 共 撤 于 OF, 因 
而 被 OF 平分 。， 于 是 OF 就 是 名 的 一 条 辅 , 故 得 : 

定理 14.18 二 次 曲线 的 焦点 在 它 的 辅 上 . 

最 后 , 假设 有 两 个 焦点 了 和 了 天, 则 过 政和 了 了 ' 且 秆 直 于 了 FP' 的 直线 共 轿 于 PF'、 由 于 
它们 是 平行 的 , 因而 它们 前 交点 在 is 上, 记 为 了 。 于 是 F8 是 一 直径 , 因而 也 是 轴 , 这样 
便 证 明了 ， 

定理 14.19 车 二 次 曲线 有 两 个 焦点 也 和 了 PF', 则 了 FP' 是 二 次 曲线 的 轴 ， 

因为 除 图 以 外 没有 其 它 二 次 曲线 多 于 两 条 轴 , 而 出 只 有 一 个 焦点 (见习 题 14.14), 故我 
们 推 得 . : 
定理 14.230 二 次 曲线 的 焦点 不 能 多 于 两 个 . z 
剩 下 的 问题 是 证 明 除 圆 以 外 的 二 次 曲线 存在 焦点 , 为 此 , 我们 利用 与 图 14-10 有 关 的 定 
理 9.18” 

(a) 抛物 线 。 取 记 为 w 则 名 是 以 六 为 顶点 的 
抛物 线 ， 而 ”是 抛物 线 在 太 的 切线 ，t 是 另外 一 条 切 
线 ， 轴 UV 的 极点 是 尼 一 和 1 因此 ， 轴 上 任意 一 点 
也 与 万 都 是 共 罗 点 对 ， 由 定理 9.13;， 直线 人 LL= 
下 (to) 和 于 腑 二 对 (t.1。) 是 共 红 线 对 、 当 下 工 垂 直 
于 t 时 , MM 垂直 于 了 L, 且 为 焦点 ， 至 此 ， 除 了 
已 证 明 存 在 焦 扩 以 外 ,我们 还 证 明了 : 

定理 14.21 若 抛 物 线 的 任 一 切线 t 与 抛物 线 在 
其 顶点 的 切线 相交 于 工 , 则 工 与 焦点 了 的 连 线 垂直 于 
t. | 


假设 有 第 二 个 焦点 到 ,由 定理 14.19 可 知 ,于 ' 在 
抛物 线 的 轴 上 , 所 以 上 邓 ' 生 直 于 世 这 与 定理 14.1 有 矛盾. 故 抛物 线 只 有 一 个 焦点 . 
fb) 双 曲 线 取 芋 为 浙 近 线 ,mv 分 别 为 顶点 0, 六 处 的 切线 (注意 : 五 丽 =1)， 那么 


负 IF 上 的 任 一 点 了 入 是 共 思 点 对 , 并且, 当 LY 垂直 于 MY 时 ,了 是 一 个 焦点 .让 我 
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们 回 到 平面 解析 几何 中 熟悉 的 双 曲线 的 草图 上 来 ， 显然 ， 以 LM 为 直径 的 圆 与 UV 相交 
于 两 点 ,比如 说 是 了 ; 和 了 了 。、 根 据 定 理 14.6，ZF: 和 HY; 垂直 , LY 了 s 和 MYs 垂直 , 因此 ， 
7; 和 了 s 都 是 焦点 ， : 

(6) 椭圆 取 四 ?9 为 长 轴 端 点 和 了 处 的 切线 , i 为 短 轴 一 端的 切线 。 则 仿照 (b) 便 
可 以 得 出 结论 , 即 以 LM 为 直 色 的 图 与 UV 相交 于 互 ; 和 闷 s 它们 就 是 所 求 的 焦点 ，， 

二 次 曲线 的 焦点 的 极 线 叫做 相应 于 这 焦点 的 二 次 曲线 的 准 线 。 于 是 , 抛物 线 的 准 线 垂 
直 于 抛物 线 的 轴 。 有 心 二 次 曲线 ( 除 圆 以 外 ) 的 准 线 都 垂直 于 二 次 曲线 的 横 轴 . 

我 们 再 叙述 一 些 定理 来 结束 这 一 章 对 二 次 曲线 的 简短 研究 ， 其 中 有 些 定理 对 读者 来 说 
是 新 接触 到 的 . 

定理 圾 .2 抛物线 的 相互 垂直 的 切线 交 在 准 线 上 (证 明 见 习题 14.8). 

定理 14.23 若 抛物 线 的 两 切线 垂直 , 则 它们 的 切 点 连 线 过 焦点 . 

定理 14.234 ”抛物线 的 切线 上 介 于 准 线 和 切 点 之 间 的 线段 4P 对 着 顶点 在 焦点 的 直 


定理 14.25 外 切 于 抛物 线 之 三 角形 垂 心 在 抛物 线 的 准 线 上 (证 明 见 习题 14.4). 
定理 取 .236 二 次 有 曲线 的 焦点 与 任意 两 条 切线 交点 的 连 线 和 焦点 与 切 点 的 连 线 组 成 相 
等 的 角 . 
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'14.1 证 明 ， 三 角形 的 高 线 共 点 . 

证 明 ， 老 三 角形 是 直角 三 角形 , 此 定理 显然 成 立 ， 现 假定 是 斜 三 角形 , 见 图 14-11. 

令 PQ'1. 一 4。., QR.1,.=B。 RP.1.~0。, 则 过 了 的 QR 的 垂 线 和 过 有 R 的 PQ 的 垂 线 
分 别 交 1。 于 Bs 和 44%. 令 PB.,RA'=S, 由 定理 6.3, 完全 四 点 形 PQRS 的 边 交 1 于 一 
个 对 合 中 的 三 组 互 逆 对 ,把 这 个 对 合 称 为 8, 由 作 图 , 其 中 的 两 对 是 对 合 .x 中 的 互 道 对 , 由 
定理 6.2 可 知 J.A4， 于 是 由 于 SQ 在 0 上 , 它 与 PR 垂直 . 

14.2% 设 P,R 是 不 同 点 ,0 是 EP 的 垂直 平分 线 p 上 的 任 一 点 ， 证 明 ， 看 在 唯一 一 个 
图 , 它 以 0 为 中 心 , P 尺 为 弱 ， 
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证 明 ， 设 ww.PR0， 若 0=0， 则 此 题 显然 成 立 ， 假定 0 不 在 PR 上 (如 图 14-12 所 
示 )， 记 在 了 P 上 且 以 O 为 中 心 的 唯一 的 圆 为 多 (为 了 作 这 个 圆 , 令 OP, 思 一 下 ,作出 使 得 
也 (0, 互 ，P, 9) 成 立 , 步骤 如 前 ), 若 乡 在 R 上 , 则 问题 已 解决. 现 假定 % 再 交 PR 于 BR'* 
R， 由 定理 14.7, 0( 在 p 上) 也 在 PR 的 生 直 平分 钱 上 ， 但 了 (BR, P; 0, 4.), H(B', PP; 
0, 4 所 以 BR'=R， ECUPR 为 其 一 弦 . / z 


图 14-12 


14.3 证明， 抛物线 的 互相 垂直 的 切线 交 在 准 线 上 . 

证 明 ， 设 抛物 线 的 一 对 互相 垂直 的 切线 &, cg 交 于 4， 且 分 别 交 顶点 处 的 切线 于 BB 和 
B'， 若 也 为 抛物 线 的 焦点 ， 那 么 由 定理 14.21, FB 垂直 于 w 了 了 B' 垂直 于 .q。 于 是 , 四 点 
形 4BFB' 是 矩形 ; 了 B, FB' 是 在 刁 上 的 一 对 垂 线 . 因而 是 关于 扫 物 线 的 一 对 其 饮 绕 . 由 
定理 9.14', 点 4 共 罗 于 也, 所 以 在 准 线 上 .， : 

14.4 证 明 . 外 切 于 抛物 线 的 三 角形 的 重心 在 准 经 上 . 

证 明 ， 议 p,q, 7 是 外 切 三 角形 的 边 ,p', 9, ”分别 是 垂直 于 %p, g, 7 的 抛物 线 的 切线 
考虑 六 边 形 pqr71p'; 由 布 利安 桑 定理 有 : (2.9) (Yl)，(g*?) (1207) (pp) 共 点 ， 
其 中 前 面 两 条 直线 (三 角形 的 高 线 ) 交 于 三 角形 的 垂 心 S， 第 三 条 线 是 抛物 线 的 准 线 ， 所 以 
S 在 准 线 上 ， 


314.3 补 充 题 


14.5 证 明 ， 已 知 斜 三 角形 的 垂 心 和 它 的 一 个 顶点 的 连 线 ， 以 及 垂 心 和 在 该 顶点 对 边 
上 的 理想 点 的 连 线 是 在 垂 心 上 的 圆 对 合 中 的 互 逆 对 

14.6 已 知 斜 三 角形 PQR 及 其 垂 心 S, 证 明 . z : 

(a) 点 也 @, RB 分别 是 三 角形 QRS, PRS，PQS 的 答 心 ， 

(b) 每 个 三 角形 PQR, QRS，PQS 的 各 足 三 角形 是 四 点 形 PQRS 的 对 角 三 角形 . 

14.7 证 明 . “三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 共 点 。 这 个 点 称 为 三 角形 的 外 心 . 
提示 设 三 角形 各 边 PQ, 8@R，RP 的 中 瓜分 别 是 D, 召 , 了 ， 三 角形 PRB 的 垂直 平分 线 是 
它 的 中 后 三 角形 DBE 的 高 线 . : 


$14.8 补充 题 447 
14.8 证 明 ， 定 理 14.6. -14. 11. 


14.9 在 图 14-13 中 , 已 知 一 贺 及 其 圆心 0, 一 内 接 三 角形 4BO， 和 在 4 点 的 切线 
证 明 ， (8) = (oo). 


14.10 证 明 ， 任 一 点 也 关 于 一 个 圆 的 极 线 委 直 于 在 忆 上 的 直径 ， 
14.11 证 明 ， 关 于 一 个 贺 的 任 一 自 配 极 三 角形 的 垂 心 与 圆心 重合 。 
14.12 证 明 ， 定 理 14.14, 14.15, 14.16. 

14.18 在 图 14-11 中 ,分别 确定 PQ 和 QB 的 中 心 了 和 加 证 明 三 角形 RD 和 
PHB。 是 通过 一 点 的 透视 。 推出 三 角形 PQB 的 牌 心 G， 外 心 0 和 垂 心 5 共 线 ， 此 线 称 为 
三 角形 的 网 拉线 . 

14.14 设 乡 为 一 图 , O 是 其 中 心 , 4 是 另 一 内 点 ; p 为 4 上 一 直线 , 了 是 p 关 于 多 的 
极点 . 证明: 一般 地 , 共 枉 线 对 友和 4P 不 垂直 ,所 以 4 决 不 是 多 的 焦点 . 

14.15 已 知 两 贺 名 和 和, 中 心 分 别 为 GO 和 0', 多 和 多 ' 交 于 王 和 Q 证 明 ， 

(a) 在 和 Q@ 处 的 (名 ') 的 切线 交 在 连 心 线 c=00’ 上 . 

(b) 车 在 卫 点 两 条 切线 垂直 , 则 它们 分 别 在 中 心 O 和 0 上 ,在 @ 处 的 切线 也 如 此 . 

14.16 若 两 相交 圆 在 公共 点 处 的 切线 垂直 , 则 此 两 圆 称 为 正 交 的 ; 若 在 习题 14.15 中 
的 圆 是 正 交 的 , 证明 : 多 ( 多 人) 的 任 一 直径 DD' 交 多 (多 ) 于 已 8, 且 H(D, D'; R, 8S), 则 
允 和 多 正 交 ， 

14.17 证 明 ， 车 名 和 儿 ' 是 交 于 了, Q 的 两 圆 ， 在 儿 的 中 心 上 的 直线 @ 交 儿 于 卫 ， 
四, 交 用 于 已 8, 且 互 (D Di R, B) 网 多 和 名 ' 正 交 . 

14.18 证 明 ， 车 8S 是 三 角形 PQR 的 牌 心 ， 则 以 两 个 顶点 的 连结 线段 为 直径 的 圆 名 
和 以 S 及 第 三 个 顶点 的 连结 线段 为 直径 的 圆 多 ' 正 交 . 

14.19 证 明定 理 14.23, 14.24, 14.26. 

但 示 ， 对 于 定理 14.26, 设 了 是 焦点 ,a 是 相伴 的 准 线 ; ,二 是 交 于 口 的 切线 ; 下， 和 是 各 自 
的 切 点 ,了 TT'.d= 攻 , 则 下 是 FD 的 极点 . 
孜 .30 若 双 曲线 的 渐 近 线 交 1 于 绝对 对 合 中 的 互 着 对 , 则 这 双 曲 线 称 为 靳 轴 双 曲线 ， 
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每 对 互相 垂直 的 直线 可 看 成 为 退化 的 等 轴 双 曲线 证明， 

(a) 在 四 个 普通 点 上 的 二 次 曲线 束 中 包含 一 条 等 轴 双 曲线 . z 

(b) 车 在 四 个 已 知 点 上 的 二 次 曲线 束 中 包含 两 条 等 轴 双 则 线 (包括 退化 情况 )， 则 束 中 
每 条 曲线 都 是 等 轴 双 曲线 ， 

(ce) 在 两 条 等 轴 双 曲线 的 四 个 交点 上 的 每 条 二 次 曲线 都 是 等 轴 双 曲线 . 

(d) 在 一 个 斜 三 角形 的 顶点 和 垂 心 上 的 每 条 二 次 曲线 是 等 轴 双 曲线 . 

(e) 若 等 轴 双 曲线 在 三 角形 PQR 的 顶点 上 , 则 它 也 在 三 角形 的 垂 心 8 上. 
提示 ， 设 过 P 卫 点 的 QB 的 垂 线 交 双 曲 线 于 了 , 

玛 . 姑 《〈a) 证 明 : 若 一 个 四 点 形 的 顶点 是 斜 三 角形 PQBR 的 顶点 及 其 垂 心 5, 则 四 点 形 
关于 思 的 九 点 二 次 曲线 (见习 题 13.87) 在 三 角形 的 各 边 中 点 .三 角形 高 线 的 垂 足 、 三 角形 垂 
心 和 各 顶点 的 连结 线段 的 中 点 上 . 

(b) 证 明 ， 这 个 二 次 曲线 是 一 个 贺 ， 这 个 圆 称 为 三 角形 PQBR 的 九 点 国 或 费 尔 已 款 
国 . 
提示 ， 车 DD, 万 了 , T, U,V 分 别 是 PQ, QB, RP, PS, Q8,， RS 的 中 点 ， 则 DUVF 和 
TDBV 是 以 DV 为 公共 对 角 线 的 矩形 ， 
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$15.1 基本 内 容 


1. 引 客 


在 第 一 章 里 ,我 们 注意 到 希腊 人 曾经 用 几何 来 解释 算术 和 代数 . 有趣 的 是 ,现在 完全 倒 
过 来 了 , 现代 的 趋势 是 用 代数 的 方法 来 解决 几何 问题 . 这 一 章 以 及 下 两 章 我 们 研究 平面 射 
影 几 何 的 一 些 代数 方法 . 

我 们 在 第 七 章 中 知道 , 把 有 序 三 元 数组 定义 为 点 , 把 含有 三 个 变量 的 线性 方程 定义 为 直 
线 , 能 建立 某 些 有 限 射 影 几 何 的 覃 型, 在 每 一 种 情况 下 , 三 元 数组 的 分 量 和 线性 方程 的 系数 
都 是 某 有 限 集 的 元 素 。 以 下 除了 我 们 所 磁 到 的 数 集 是 全 体 实 数 集 外 ， 都 按 涩 悉 的 方式 进 
行 . 


2 定 义 


我 们 开始 用 代数 术语 来 定义 平面 几何 的 基本 要 素 : 点 、 直线 和 “在 上 ”关系 ， 这 时 , 最 基 
本 的 是 要 记 住 ,在 我 们 的 几何 里 , 点 和 直线 是 对 偶 元 素 。 

三 元 有 序 实 数组 (cl，ma，28) 关 (0 0 0) 是 一 个 点 ， 并 约定 : 当 和 六 0 时 ，(ci，za，zs) 和 
(zt 和 va, Ava) 是 同一 点 ， 

三 元 有 序 实 数组 [zi，z，zs] 关 [0, 0, 0] 是 一 条 直线 ,: 并 约定 当 和 天 0 时 [ 王 1， 下 3， 卫 了] 
和 [入 1 和 全 a， 入 了 Xs] 是 同一 条 直线 . 

于 是 (1, 2, 8) 是 一 个 点 ,而 [1, 2，3] 是 一 条 直线 . 


车 { 芝 2} 二 {2 昼 }=01 玉 1 十 Za 于 2 十 V8 人 8 一 0， (1) 
则 说 点 芋 ，(wy, za va) 在 直线 2 [了 1， 字 a， 了 sa] 上 ,或 者 说 , 直线 [于 1, 于 2, 于 sj] 在 点 《%1, oo 
zs) 上。 


例 15.1 (a) (6, 8, 一 10), (3, 4 一 申 ，( -二 一生， 名 为 同一 点 ， 
(b) [2, 1, 2], [6, 3, 6]，|[ 1， 去， ~+ | 为 局 一 直线 . 
(o) 点 了 ; (3, 4， 一 是 在 直线 p, [2, 1, 2] 上 ,因为 wi 人 1 十 v2 了 十 ve 人 gs 一 3Xx2-+4X1+ 
(—5) x2=0. 
诸 数 WwW1, V2, Vs 岂 艇 点 (zw1， 化 3， va) 的 坐标 ; 诸 数 po po 太 。 叫做 直线 [和 1， p> D4 
的 坐标 ， 当 (zi，za，za) 为 定 直线 [X+， 屋 下 上 的 变 点 时 ，( 妃 式 可 写 为 ; 
笃 J101 十 下 30%3 十 友 a0a 一 0 
并 称 它 为 直线 方程 。 当 [ 瑟 1， 下。 下 引 ] 为 定点 (zi，za，xzs) 上 的 变 直 线 时 ， 
024 在 1 十 0a 刁 十 oa 怀 3 一 0 
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叫做 点 的 方程 ， 

例 15.2 (a) 直线 [1 2, 3] 的 方程 是 内 十 2o 十 8zs 一 0， 直 线 2c: 一 4oa 十 5xs=0 的 从 
标 是 [2， 一 4, 殉 . 

(b) 点 (2， 一 1,0) 的 方程 为 2 且 1 一 及 =0; 点 孚 1 一 肝 ;~=0 的 坐标 为 (1, 0， 一 1)， 

显然 ,只 要 同时 作 下 述 两 种 互 换 , 我 们 基本 上 可 得 到 任何 讨论 的 对 侦 . 

(i ) 小 写字 母 和 大 写字 母 . 

(六) 图 括号 和 方 括号 . 

在 熟知 的 笛 卡 儿 坐 标 系 里 ， 每 一 数 对 (ww, 确定 平面 上 唯一 一 个 点 , 反之 , 平面 上 每 一 
点 都 被 唯一 数 对 确定 , 反之 , 每 一 线性 方程 wz 十 1 十 e= 0(o 5 不 同时 为 0) 确定 唯一 一 条 直 
线 , 当 和 天 0 时, Maz 十 Moy 十 Mo=0 这 一 族 线性 方程 代表 同一 条 直线 , 而 ao 十 2 十 co=0 只 是 
这 一 族 中 的 一 个 代表 . 在 解析 几何 这 一 章 以 下 的 讨论 中 , 点 和 直线 都 具有 多 种 表示 . 但 是 ， 
为 了 简洁 起 见 ， 我 们 仿照 例 15.2 那样 “坐标 ”和 "方程 是 指 表示 点 和 直线 的 一 族 方程 中 的 
某 一 坐标 和 方程 . 

“当然 ， 我 们 期 望 把 点 和 直线 才 为 三 元 实数 组 的 解析 几何 将 提供 我 们 在 前 些 章 里 研究 的 

实 综合 几何 的 一 个 模型 . 我 们 在 这 一 章 的 俐 是 和 习题 解答 中 将 验证 第 七 章 的 一 些 公理 而 
其 余 公理 的 验证 则 和 留 给 读者 去 完成 . \ : 


3. 共 线 点 和 共 点 线 
设 了 ，(y) = (yu -go 的 )， 和 (9) 一 (zy, mo 4) 为 已 知 的 两 个 点 。 按 定义 ,站 有 无 限 多 个 

由 示 方 法 ， oY) = (0¥1, aya, oys)) 这 里 “ 为 非 零 实数 ， Z 也 是 这 样 假设 我 们 在 这 些 表示 法 
中 发 现 : 
a(y) = Coys, oys, oe) = (Bus, pm Bes) ~ P(e), (2) 
则 了 , 攻 便 是 同一 点 , 而且, 车 令 和 ~a, pp 一 B, 则 它们 代表 同一 点 的 条 件 是 存在 非 零 实数 
,po, 使 得 | : 
MD) +p) (00 0. z (8) 
如 果 关 系 式 (3) 不 存在 , 则 随和 Z 是 两 个 不 同 点 . . 
“下 面 我 们 考虑 三 个 不 同 点 了 :，(y), Z:，(z), 厂 : (w)， 假使 在 它们 的 表示 中 我 们 发 现 , 
aly), B(z), 7(w) 满 足 


: a(V) +BO FY) 0, 0, 0, 0@ 
即 ; ci 十 2 十 7401 一 0， 
tpBmt yw 0, 四 (8) 


: oys + Bzs+ ys = 0. 

重 然 (5) 总 是 有 零 解 *=B 一 X=0， 但 由 代数 生理 和 级 性 方程 组 有 非凡 解 的 这 要 条 件 是 和 
列 式 

Yi1 A1 Wi 
Ya 2 Wa 
,lys 2 ws 


-0, | ( 


从 而 有 : 
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Yi Ya Ys 
21 “加 2 
WW1 Wa Ws 
(7) 式 保证 了 必定 存在 不 全 为 零 的 数 下 !, 对 ,， 卫 ,满足 
达 191 十 来 oys 十 全 89s 一 0， 
是 1484 十 在 ab 十 下 abs 一 0， 
尾 101 十 及 a203 十 下 as 一 0. 
.但 这 些 就 是 点 (y)，(z)，(%) 在 直线 [及 !， 玉 ，， 子 3] 上 的 条 件 ， 于 是 有 ， 
”定理 戈 .1 三 个 不 同 点 (y)，(z)，(w) 共 线 的 充 要 条 件 是 ， 


一 0. (7) 


yi Ya Ys 
2 为 5 一 0. 
WW Wa ws 
由 此 又 得 
定理 165.2 由 不 辣 两 点 (y)，(z) 确 定 的 直线 方程 是 
V1 Wa mso 
%a Ys |. Ys Yil Y1 Ya 
Yi Ya Yal = . ws™=0, 
2 2 有 
2 和 各 z 
其 举 标 是 | ys| |ys | yi | 
ELi%a 8 ? %8 g1 |， 21 2 . 


例 15.3 (a) 点 了 (2, 1 一 8), Q: (4 一 2 人, 下 (10， -十 0) 是 三 个 不 同 点 (试验 
证 之 ) 并 且 共 线 ， 因 为 z 


2 1 -8 12 1 -8 
4 -2 4~-|-16 -2 4|-0. 
10 -1 0 0 -1 0 
(b) 点 卫 和 Q 的 连 线 方程 为 
z 2 和 1 -8|, |-3 3|。， |2 于 
一 2 42 4 42 4 .» 
4 -2 4 | 


和 = —2%1—20%3— 8vs= 0. 
另 一 表示 为 4 十 10za 十 4zas 一 0。 

反之 , 若 关 系 式 (4) 不 成 立 , 则 点 了 , 2Z, .WW 不 共 线 . 

最 后 , 考虑 平面 上 的 任意 四 点 了; (9), 2. (2), U.: (ww), WW. (w). 我 们 要 证 明 . 总 存在 
不 全 为 零 的 实数 a, 8B, yY, 8， 使 得 

a(y) +B(z)+y(u) +6(w) = (0, 0 0) =0. : (8) 

假定 其 中 某 二 点 (比如 说 了 和 2) 是 同一 点 ， 则 对 于 a 关 0, Bb 到 0, 7 一 8 一 0，(8) 式 成 
立 . 其 次 假定 其 中 任意 两 点 都 不 同 且 了 ， 2 7 共 线 ; 则 对 于 wu 六 0， Bo, 7*0, 3 一 0(8) 
式 成 立 ， 

最 后 ,假定 任意 = 点 都 不 共 线 则 因 
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Yi 各 翁 
ya % Ws 0,. 
Ys 加 Us 
改 方程 组 oyit+ Bt Yu = — wy, 


ayat Ba Yua = — 0a, 
oyst+ Bzst+ Yus™= 一 5408 
对 于 任意 6 到 0, 都 有 唯一 一 组 解 x, B, 7, 所 以 (8) 式 成 立 。 
对 偶 地 , 若 存在 非 堆 实 数 和 1, 使 得 
和 [7 十 rz[2]=[0 00]=-0 . : (8") 
则 两 线 y. [了 1 和 z [2 是 同一 直线 ， 又 若 存 在 非 零 实 数 w，B8,，7 使 得 
o[Y1+pB[Z] +7¥[IW] =0, (4’) 
则 三 条 不 同 直 线 y. [7 了 I], z; [人 ，w: [到 ] 共 点 . 
下 述 定理 留 给 读者 证 有 明 . 
定理 15.1” 三 条 不 同 直线 [7 了 ]，FE2]，[ 了 帮 ] 共 点 的 充 要 条 件 是 ; 
7 了 7: Y, 了 了。 
IZ1 Za Zs 
W: W Ws 
定理 15.2” 由 不 同 的 直线 [了 ] 和 [如 确定 的 点 的 方程 是 
1: 全。 Xs 
|Y: Ye Ys|= 
ZB1 Za Zs 


=0., 


yY, Ys 
Zay ZL8 


Ys YY 
Zs 2a 


Fi 


| 和 :=0， 
2 Za) 


六 1 十 六 3 十 


ys 了， 
Zs Zi 


2 志 ) (见习 题 15.1) 
二 Za 


共生 标 为 。 | 


EE 


4. 点 列 和 线束 


定理 15.8 若 (y) 和 (2z) 是 两 个 不 同 点 ， 则 和 () 十 plz) = CMy 十 2) (和 % jw 是 两 个 任意 非 
零 实数 ) 是 (y) 和 (z) 所 确定 的 直线 上 的 男 一 点 . 


设 (), (2), (Wy+po) 是 三 个 不 同 的 共 线 点 ,因为 0，(Ghy 十 pe) 和 (gy 十 全 2) = (y+v2) 


是 同一 点 ， 考 虑 (yy 十 v2) 一 (9) 十 ?>(%), 其 中 (y) 和 (%) 轿 定 ,v 为 实 参 数 。 当 v=0 时 , (y 十 v2) 
就 是 点 (9%); 当 2 拓 0 时 ， (y 十 yz) 是 一 个 不 同 于 (gy)，(2) 的 点 ， 当 天 vo 和 和 "pa 关 0 时 ， 点 
《Y)，(2)，(Y 十 92%)，(《Yy 十 vo 区 是 四 个 不 同 的 共 线 点 。 此 外 , 著 玉 52 在 直线 了 Z 上 ， 则 由 
《6) 式 推 得 : 对 于 >” 的 某 一 实 值 ,有 (ww) 一 (y) 十 v(z)， 我 们 约定 ; 当 = oo 时 , (y 十 v2) = (%)， 
于 是 有 : 

定理 65:4 设 (y) 和 (2%) 是 两 个 不 同 点 ， 则 当 z 在 扩大 了 的 实数 系 ( 即 所 有 的 实数 集合 
再 加 上 oo) 上 变化 时 , (y 十 vz) 确定 (y)，(z) 所 在 直线 上 的 点 列 ， 

对 侦 地 ,我 们 有 : 

定理 15.3” 设 [了 了 ] 和 [ 急 是 两 条 不 同 直 线 ， 则 条 十 2Z 是 [了 1] 和 [ 幻 所 在 点 上 的 另 一 
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直线 (和 \, 凡是 任意 两 个 非 零 实数 ). 

定理 15.4 设 [Y] 和 [2] 是 两 条 不 同 直 线 , 则 当 v 在 扩大 实数 系 上 变化 时 ，[Y 十 v2] 
确定 [了 ]，[2] 所 在 点 上 的 线束 . 

例 15.4 (a) 确定 点 (3, 1， 一 2) 和 (1， 一 5, 3) 的 连 线 7 与 直线 8 2m4 一 322 一 4wms 一 0 
的 交点 了，(b) 求 在 成 也 (1, 2, 一 2) 及 直线 ， 22: 一 3za 一 7zs 一 0，5oi 十 2zo 一 0 的 交点 上 的 
直线 p 的 方程 ， 

(a) 由 于 有 在 上, 故 对 于 入 的 某 一 值 , 有 了， (8 十 和 ,1 一 扩 ， 一 2 十 83%)。 又 由 于 荆 在 
s 上 , 故 2(8 十 罗 一 3(1 一 BX) 一 4( 一 2 十 3 和 ) =11 十 玖 一 0, 所 以 ,和 X= 一 11/5， 于 是 

T, (8—11/5, 1 十 11， 一 2 一 83/5) = (4/5, 12, —43/). 

或 T, (4, 60， 一 43). 

这 个 习题 也 可 以 通过 写 出 了 的 方程 ,并 与 s 的 方程 联 立 来 求解 . 

(b) 任 一 与 这 两 已 知 直线 共 点 的 直线 方程 都 具有 形式 ，(2 十 BA) 十 (一 8 十 270) za 十 7za 
一 0, 因为 BR 在 所 求 的 直线 上 , 所 以 

(2+5X%) .1 十 (一 83 十 2X) .3 二 7.( 一 2) = 一 18 十 9 一 0， 
和 一 2. 

于 是 , (3 十 5.2)04 十 (一 8 十 2.3)oa 十 7zs=12oi-+oa 二 Yozs=0 便 是 p 的 方程 (也 可 以 参看 习题 
15.8). 


5. 解析 证 明 


现在 我 们 考虑 在 一 条 直线 上 的 不 同 点 .由 定理 13 .5 我 们 可 以 取 (9), (2), 和 XCy) 十 (2) 
为 直线 上 的 任意 三 点 ， 当 党 要 更 多 的 点 时 , 就 简单 地 取 它 们 为 (Y)，(%)，(9) 十 (2 ，(I) 十 
B(z),…，(Y) 十 9(z)， 若 需要 三 个 点 , 则 可 以 进一步 简化 ， 考虑 点 集 : 了; (9), Q@;: (82), R， 
(w) = 和 (9y) 十 (2z)， 则 Xly) = Qy) 是 点 PP 的 另 一 表示 ，(1z) 是 Q@ 的 男 一 表示 ， 于 是 , 对 于 
PP 和 Q@ 总 可 以 选择 新 的 表示 (y) 一 G9) 和 (z*) = (uz), 使 得 
(Ww) = (y") + (2"). 
车 令 (w') = (一 w)， 则 
(y")+ (7)+(w") = (0, 0, 0)=0. 
这 正 适 合 我 们 的 要 求 . 
例 二 .15 已 知 例 15.3 的 共 线 点 P: (y)=(2, 1 一 8), Q: (2)=(4, 一 2 44), R(W)= 
(10， 一 1, 0), 选择 P,Q 的 表示 (y*)，(x"), 使 得 BR. (y") 十 (2)， 
令 入 (y) 十 (2) 一 (w), 解 方程 组 
2X 十 4 一 10， 
也 一 2 一 一 工 
一 8 十 4 一 0， 
得 和 一 2， 8/2 于 是 (的 ) 一 (2g) 一 (和 2, —6), (2°) 一 (38z/2) 一 -6, . 一 3, 6) 为 所 求 的 表 
示 ， 
这 样 我 们 在 讨论 时 也 可 以 假设 共 线 点 P; (vy)， Q. (2)， BR， (w) 的 坐标 满足 
(1) (Ww) = (y) TC) = (y+%) 
或 《〈ii) (yf) +(2)+(w) = (0, 0, 0) =0. 
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类 似 地 , 车 P, 8,，R, 5 是 四 个 点 (任意 三 点 都 不 共 线 ), ; 则 由 (8) 推 知 ， 可 以 分 别 选取 
(y)，(z)，(w)，(w) 的 表示 ,使 得 / : | 

(iii) (gy)+(2)+ (2) + (wv) = (0, 0, 0)=0 
或 (iy) (ww) = (9)+ (2)+ (2). 

我 们 可 由 (i) ~ (iv) 的 对 偶 得 到 关于 直线 的 一 些 命题 . 

例 15.6 已 知 三 角形 4BO 和 不 在 任 一 边 上 的 点 IP， 设 4AP.BO~=4', BP.04=B', 
OP;4AB=0', BO.BO' 4 04.0'4'=B"，AB.4'B'm~0"， 证 明 4'"，B", 0" 共 线 。 


图 15-1 


取 4. (@), B. (2), O. (0) 三 点 ， 使 得 上 (十 2 十 0)i 则 A'. (bo0), 卫 : (e+a), C: 
(at+58). 由 于 4" 在 BO 上 , 故 它 的 坐标 具有 和 (2) 十 &(o) 的 形式 ; 而 4 又 在 BO' 上 , 所 以 
我 们 只 能 有 ; 4 : (5 一 0)， 同 理 , B', (ec 一 40), 0"; (a 一 8). 于 是 由 


A bi1— 61 ba — 09 0s— 08 
B" 01—01. 02—0a C3—083|=0 
O" Wi 一 bs Ca 一 ba Gs— bs 


或 4 十 B'+O"=(3 一 0) 十 (0 一 9) 二 (6-5) -0 推出 4"，B", 0" 共 线 ， 

在 习题 15.4 中 ,我 们 要 验证 第 七 6. 章 中 的 公理 6( 笛 沙 格 双 三 角形 定理 ). 在 习题 15.5 
中 ， 我 们 给 出 它 的 另 一 个 证 明 ， 并 且 在 习题 15.6 中 ， 我 们 研究 多 重 透 视 三 角形 ( 见 习题 
3.84). 

我 们 在 习题 15.7 中 ,将 验证 第 七 章 6. 中 的 公理 7， 在 习题 15.8 中 ,将 证 明 ， 

定理 5.5 点 DD, (wa) 十 (5) 关于 4(w) 和 BC(2) 的 调和 共 罗 点 是 卫 . (4) 一 和 (5) 

对 偶 地 ,我 们 有 ; : 

定理 15.5 直线 dg，[4] +X[B] 关于 直线 a，[4] 和 56，[B] 的 调和 共 罗 线 是 直线 
e: [4] 一 和 [2 . i / 

例 15.7 已 知 共 线 点 4. (a) 一 (1, 2, 3), B. (5)=(2, -1, —2), O. (0) =(8, 1, 0), 
找 出 0O 关 于 4 和 B 的 调和 共 示 点 D. 

如 果 O 表 为 (qa) 十 和 (3), 则 由 定理 15.5 知 ,DD 可 表 为 (4) -X()。 令 (0) 一 ax(e) 十 B(8)， 
解 方程 组 ， 
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g++28=8, 
2a 一 B=1， 得 a=2, B=8, 
[8a —28=0, 
2 3 8 、 7 a 二 
则 0: (+) (D+ 0) D. (@) -6) (2, 可 ， 6). 忆 的 为 - 表示 是 D. 
(—4, 7 12). 
“6. 交 比 


在 由 4: (和 号: (5) 所 确定 的 直线 上 ， 取 四 个 点 P: (c) 二 a6), Q: (@) 十 8( 仿 ，R，(a) 
十 7042，8: (a) +6(0). 我 们 用 参数 w B, 7，8 定义 这 些 点 的 交 比 为 : 


(P, @ B, 8) ~(0, piy, 0) -hs (9) 


上 述 (9) 式 和 第 二 章 中 的 第 (5) 式 在 形式 上 没有 本 质 的 不 同 、 因为 ， 若 4, B, 0, D 到 
直线 的 定点 0 的 距离 各 为 4 8，% 6, 则 (5) 变 成 : 


: z AO.:BD (ec-a)(d-8) 
(4, B, 9, D)= AD. BO -0 


因此 ,定理 2.2~2.5 在 这 里 可 以 不 加 修改 地 成 立 。 此 外 ， 当 后卫 , @, 图 定 而 S->8B ( 即 


8->00) 压 ,我 们 得 到 ; 
z _ (a -7 
(P, ®, Ek, 3B) Cay 


最 后 , 若 R=A, 8 一 了 B，P: (@) +a(b), Q, (q) — 6)( 即 同 习 题 15 8H(P, Q; 4, B), 
网 (P, Q; 4, B) 一 -1 


7. 射 影 


第 七 章 6. 中 的 基本 定理 等 价 于 

两 点 列 之 间 的 射影 由 三 对 不 同 的 对 应 点 完全 确定 . 

现在 我 们 来 验证 这 一 点 . 

我 们 从 原始 的 射影 一 一 即 在 点 P 的 线束 和 任 一 不 在 P 上 的 直线 wp 截 此 线束 所 得 的 点 
列 之 间 的 基本 透视 着 手 。 由 5. 段 (i) 的 对 偶 ， 我 们 可 以 选取 卫 上 的 任意 三 条 直线 g, ,4 
并 选择 它们 的 表示 ,使 得 : 'g: [了 ]，r: [2], s; [了 十 21]. 设 p'q~=Q, 2 一 及, p's 一 S， 由 于 
Q, RB, S 共 线 , 所 以 我 们 可 以 选取 它们 的 表示 (参看 (i)) 使 得 Q (y), R. (2), 8. (y+z). 于 
是 有 ， 

@ 在 g 上 从 而 {Yy} 一 0, 

RBR 在 r+ 上 从 而 {Zz} 一 0， 

人 在 8 上 从 而 {( 了 十 2 (9 十 四 } 一 To 十 TGF2} 十 7 人 二 {1GZ 人 一 {7 了 人 十 {12} 一 0. 
又 设 t [YY + 和 妇 是 了 上 的 另 一 直线 ， 我 们 需要 证 明 p 必 一 T，(y 十 和)， 这 可 由 {( 了 十 AZ) 
(+ } = {Ty} + Ys}+ {ZY}) + NZ} 0 推出 . 

现在 把 不 在 p 上 的 点 琅 克 和 点 @，R, 8 相连 , 并 用 不 在 WW 上 的 直线 w 与 这 些 连 线 
相 截 各 得 点 (y) ，(z)，(y+z)， 则 p 上 的 任意 其 它 点 (y+ 和 2) 和 到 的 连 线 与 ww 相交 于 
(y -Xe') (这 一 点 留 给 读者 自己 去 证 明 )。 于 是 , ()，(2)，(y+2)，(y 十 和) 天 (y)，(%)， 


188 第 十 五 章 解析 射影 几何 
(Gy 十 2)，( 十 2 )， 
而 且 显然 另 一 射影 和 截 影 得 到 
(yg), (2), (y+2), (Yt) RY"), C2"), ("42"), ("+ he"), 
从 而 (y), (2), (y+2), (+) (yf"), 2"), (F420), (7 + he0"). z 

从 以 上 讨论 易 知 , :在 不 同 直 线 或 同一 直线 上 的 两 点 列 之 间 的 射影 (4, B, 0, D,…) 太 
(4 B', O', D',…)， 总 能 经 过 适当 的 排列 ， 使 得 由 4, B 确定 的 任意 一 点 P 卫 的 参数 各 由 
A', B' 确定 的 的 对 应 点 P' 的 参数 相同 . 简单 地 说 ， 射影 保持 参数 不 变 。 于 是 可 推 得 射 
影 保持 交 比 不 变 ; 即 由 

(P, @, BR, S)A(P'’, ®, R', 8"), 
必 有 (P, Qi BR, S)=(P', Q; RR, 8"). 

反 过 来 ,假设 (P, 8; R, S)=(P', 8'; BR', 5')， 我们 总 可 以 选取 表示 RR. (7)，S. (3) ,使 
得 Q: (r+8) 和 BB.. (7"), A (s) 使 得 Qi (7 +s). 设 了. (Cr 十 ?53)， 因为 (P, @; &, S) = (%, 
1; 0，co) =%, 所 以 (P', 93 B', 8°)=%, P', CG 十 3) 于 是 P, @, ER, S 和 P’', Q， RS 
之 间 的 对 应 是 一 个 射影 , 因而 有 : 

若 (P, Q@; BR, S)=(P', Q'; B', S’), 则 (P， Q, BE, S)ACP', Q B', SB), 


8. 分 局 


设 4: (@), B; (5), D; (g++ 和 3), 如, (a 二 10) 是 直线 上 的 四 个 不 同 点 ， 我 们 定义 ， 

当 且 仅 当 和 p<0 时 , 称 点 对 DD, 如 分 陋 点 对 4, B， 

第 七 章 6. 中 的 公理 8 和 公理 9 现在 立刻 可 以 验证 . 

至 于 公理 10， 我 们 考虑 不 同 的 共 线 点 4: (a), B; (8), D.; (a+26), 1 (a+b), ED: 
(xc 十 20) ， 令 ， 

(i) 也 如 ,分 隔 4, B， 从 而 和 /p<0, 

(二 ) B, 妨 ,分 隔 4, 好 1. | 
对 于 (让 ,我们 有 必要 把 B，, 的 坐标 表示 为 4 和 召 的 坐标 的 线性 组 合 。 

我 们 求 得 

B. (a—1(a+1b)), 
了 
Es: (ot (atnb) ), 


所 以 (2 一 上 <0. 

还 需要 证 明 D， Bs 分隔 4，B; 即 X/><0. 因 若 /<0, 则 或 者 和 >0,， 1 <0, 或 者 和 < 
0, />0. 假定 和 >0, p<0, 则 由 (vw 一 /vz<<0, 可 得 v<0, zy|<lw|， 所 以 和 /v0、 假 定 
和 <0，H>> 0 则 由 《一 /2 过 0 可 得 >>0, pz 过 pp, 所 以 和 /pv<0， 这 就 验证 了 公理 10, 


$15.2 问题 及 其 解 


15.1 已 知 直 线 w. 321 — 305 一 03 一 0， 
oY 721— 1izs— Bos =0, 
人 10%1 一 二 za 一 - 4ws = 0, 
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(a) 证 明 它 们 共 点 ，(b) 求 出 交点 ， 


(a) 解 ， 3 -3 —1 0 0 -1 
7 -li 一 5 一 |-8 4 一 5 一 0， 
10 —i1ii 一 人 -2 1 一 上 
“。 三线 共 点 . 
(b) 解 一 : 灵 1 Dp. .4 
3 -3 -1 4Xi+8X,— 124X ,=0. 


7 li -$5 
交点 为 : (4, 8， 一 12) 或 (1, 2, 一 8). 

解 二 ， 在 % 7 的 方程 中 消去 za, 可 得 

38z: 十 zs 一 0， 取 wi 一 1, zs 一 一 3， 

则 we=2. 

… 所 求 点 为 (1, 2， 一 3). 

15.2 证 明 ， 若 (y)，(%) 为 不 同 点 ， 则 和 Cy) 十 C2) (X，HA 关 0) 是 由 (9%)，( 纪 确定 的 直线 
上 的 荔 一 点 . / 

证 明 ， 假 设 MY) + HY) =v (Y), 
则 pL) 一 2(9) — NY) = (v—N) (9y). 
所 以 jp(z) 和 (2? 一 和 (9) 表示 辐 一 点 ,与 假设 (y)，(z) 为 不 同 点 矛盾 . 

同 理 , 入 () 十 4(?) 天 vy(z), 于 是 (y)，(z) 和 %(y) 十 1(z) 为 不 同 点 、 


因为 bl Za z os 一 0， 
Mt uz Ma 十 Ha 和 As 十 Ni2s 

所 以 这 三 点 共 线 ， 

15.3 证 明 ， 点 P， (和 直线 ">，[2] s，[ 门 的 交点 Q 在 直线 二 [f{P 人 G-{2Z 人 本] 
上 . 

证 明 ， 若 + 或 s 在 PP 上 ,此 题 显然 成 立 ， 假设 7, :都 不 在 PP 上, 则 i 是 7.s 上 的 第 三 
条 直线 . 

取 t [2]+ 和 WI=[2Z+AW],， (MA¥0)， 若 {[2+ 和 WV1y} = {2Zy} 十 {WYy} =0 或 


-一 -斯 类, 则 # 在 卫 上 ,于 是 有 去 [2 -- 划 外 WW 或 Wy}2 {2Zy}W]. 


{Wy}’ {Wy} 
注 ，t 的 方程 为 {Wy}{242} 一 {2Zy}{Wew} =0 
或 者 {Wy}{Z%} = {2Zy} {Woe}. 
15.4 验证 第 七 章 6. 中 的 公理 6, 车 两 个 三 角形 通过 一 点 成 透视 ， 则 它们 也 通过 一 条 
直线 成 透视 ， 


证 明 ， 考 虑 图 15-2 中 通过 一 点 了 成 透视 的 三 角形 4BO 和 4'B'0'. 取 P. (pp), 4. 
(@), B: (58), C: (0); 则 4: (PD) +A), B', (p) + pb), O', (p) 十 2(o). 

令 忆 =4B.4'B 8 一 BO.BO 了 =O4.0'.4'/， 因 为 玉 在 直线 4B 上 ,根据 定理 15.3， 
对 的 坐标 是 (o) 和 (5) 的 某 一 线性 组 合 。 因 为 请 又 在 4.B8B 上 , 这 个 线性 组 合 一 定 是 Ka) 一 
1(3), 于 是 B,X\(@) 一 p(B), 
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图 15-2 
同 理 S; L060)—»(0), 
T. v(0)—A(a). 
因为 »(0) 一 和 (一 一 TO) —»(0)) + (~—1) (ha) — (5)), 
即 了 的 坐标 可 以 写成 石和 总 的 坐标 的 线性 组 合 , 所 以 尼 由 了 共 线 。 于 是 , 两 个 三 角形 通 


过 直线 RS7 成 透视 ， 

芒 .5 ”证明 ， 币 沙 格 双 三 角形 定理 ， 

证 明 ， 利 用 图 15-2, 取 4. (a), B. (8), 0; (0); Q 一 4B{ 卫 村 一 机 加 十 取 soa 十 机 sm 
一 Oo 一 BO': 7 人 一 0 2 一 044 {Zw} 一 0。 在 4/ 上 直线 的 方程 为 {Wz} 十 MZw} 0. 

根据 习题 15.3, 车 

{Za} {Wo} = {Wa}. {22}, 

则 这 条 直线 在 4 上， z 

同 理 , 直线 BB', 00’ 的 方程 分 别 是 

{Wo}{Yw} ={7 ob}{W 2} 

和 {Yo}{Z%} ~ {Zo0}{Y w}. 
这 些 方程 有 公共 解 的 条 件 可 由 消去 m1, ma， zs 得 出 、 

作 乘积 

{Zo} {Wao}. {WD}{Yo} {Yo} {Zo} = {Wa}{Z0}. {Yb} {Ws} {20}. {Yo)} 

并 消去 公 因子 ,我 们 得 到 . 
4, B, OA4',，B', 0' 的 条 件 : 

() {Za}{WD}{Yo} ~ {Wa}{Y oHZ0}. z 

现在 取 4. {aD}~aUi+sUs+asUs=0, B. {8U}=0, 0, {0U} =0, 0’'=4'B'. EW], 
sw' 一 BO': [7], 5'~0'4', [2]， 直线 4=BO 上 的 任 一 点 的 方程 为 {5D} 十 A{OU} =0, 根据 
习题 15.2 的 对 偶 , 若 {0 了 }{60} 一 {6 了 7}, {cD}, 则 这 点 在 a 上 , 即 为 点 8. 

同 理 , 点 BR 和 的 方程 分 别 是 人 W}{aD0}={aW}{00} 和 {a2}{0D0} 一 {oc2}{aD0}， 消 
去 Ui, Us, Us 得 出 这 些 点 共 线 , 即 4, 5, ow,5 0 的 条 件 ， : 

(17) {oY }H6W}{a2} 一 {07}{aW}{o2Z}. 由 于 (i) 和 (i) 是 一 致 的 ， 所 以 车 两 个 三 角形 
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通过 一 点 (一 条 直线 ) 成 透视 , 则 它们 也 通过 一 条 直线 (一 点 ) 成 透视 . 
15 6 证 明 ， 习 题 15.5 中 的 三 角形 4BO 和 48'0' 有 下 列 透视 对 应 ， 
(i) 车 {Wa}{Y5}{Zo}={Ya}{2Z0}{Woe}, 则 A, B, ORB', 0', 4 
(让 ) 若 {Ya}{2Z0}{Wo} 一 {Za}{W5}{Yo}, 则 4, B, ORO', 4', B'. 
证 明 ，(i) B’ 上 任 一 直线 的 方程 为 
{Ys} + AWe} =0, 
若 {Ws}{ 了 2} 一 {7 了 a}{W2}, 则 它 在 4 上 . 
同 理 , 直线 BO 和 04’ 的 方程 分 别 为 
{Yb}{Z2} = {Zb}{Y2} 和 {Wo}{Zo} = {Zo}{W 2}. 
因此 , 若 {WVo}{ 了 85}{2Zo}~{Y 了 a}{220}{Wo}, 就 有 4, B, OKB', 0'，4'. 这 也 是 @ 5, 
o 和 玉 b', 0', 4 的 条 件 , 这 点 留 读者 证 明 . 
(i) 0' 上 任 一 直线 的 方程 为 
{Ysw} + A{Zo} 0 
车 {2Zq}{ 了 sw} 一 {了 a}{2%}, 则 它 在 4A 上. 
同 理 , 直线 B4 和 OZB 的 方程 分 别 为 
EW6}HZs} {25} {Woe} 和 {PoH{Wo} ~ {Wo}HYs), 
于 是 , 洛 {Za}{W0}7 了 0c} 一 {了 a}{20}{Wo}, 就 有 
: A, B, ORO', 4', BB’, 
这 也 是 «, 6, o 入 0', o, B 
的 条 件 , 这 点 留 给 读者 证 明 . 
15.7 验证 公理 7. 完全 四 点 形 的 对 边 点 次 不 共 线 ， 
证 明 ， 考 虑 图 15-3 中 的 完全 四 点 形 PQRS， 它 的 对 边 点 为 4, B, O. 选取 地 〈2)， 
Q: (qg)，R. (7)，S.: 《8) 使 得 : (2) 十 (q) 十 (7) 十 
(s) 一 0( 见 5. 中 的 (ii)), 由 (2p) 十 (q) = 一 ((7) 
十 《9)) 可 知 ,点 
(Pp)+ (9)— (p+9) 
各 (+) = rts) 
相同 , 因为 这 个 点 同时 在 直线 PQ 和 RS 上 , 所 
以 它 古 对 边 点 4. | 
同 理 ， (p++s) 和 (q+7) 确定 对 边 点 也 图 3 
(Pp 十 7) 和 和 (s 十 q) 确定 对 边 点 O. 假设 4,，B, O 共 线 , 则 存在 不 完全 为 零 的 数 入 证 w 使 得 
和 (十 3) -wgtr)+y (+gq) =0, 
因而 (pv) (gq) 十 (A (7?) 十 (十 和 ) (39) 一 0。 因为 和 % pp, > 不 全 为 堆 ， 所 以 人 十 7)， (十 
K)，(v 十 入) 不 全 为 零 . | 
因此 Q, BR, S 共 线 ,但 这 不 可 能 ,所 以 对 边 点 决 不 共 
15.8 证 明 ，D. (4) 十 (0) 关于 4. (qa) 和 8B. 的 疯 和 共 思 点 为 A. (a) 一 入 (5) 
证 明 : 参看 图 15-8， 由 完全 四 点 形 PQRS 得 五 (4, B;D, B)， 取 Q. (gq) 和 了 P, (@) 十 
K(9)、 因 为 BR 在 3Q@ 上 , 所 以 它 的 坐标 形 如 a(6) 十 B(q); 有 R 又 在 DP 上, 于 是 RR. 和 CD) 一 
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An， 因为 8 在 BP 和 4R 上 ,所 以 8, (oo) -X(D) 士 Cg)， 最 后 ,因为 召 在 Q8 和 和 .4 上， 
所 以 2B. (@) 一 (5)， 


815.3 补 充 题 


15.9 下 列 三 元 点 组 哪些 共 线 ? 若 共 线 , 求 出 它们 所 在 直线 的 方程 ， 车 不 共 线 ， 求 出 它 
们 确定 的 三 条 直线 的 方程 ， 

(1) (1, 0, —1), (1, -2, 1), (8, —2, -1); 

(2) (1, 1, 1), (1, 2, 0), (3, 4, 1); 

(3) (1, 2, 1), (3, 6, 2), (83, 4, 1); 

(4) (1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1), 
答案 (了 DD 十 25 十 wa 一 0; 

(2) 2c: 一 2 一 办 一 0 Bo 一 2o 一 zs 一 0 2 一 0 一 2zo 一 0. 

15.10 下 列 三 元 线 组 ,哪些 共 点 ?如 果 共 点 , 求 出 它们 的 公共 点 的 学 标 ; 如 果 不 共 点 , 求 
出 它们 确定 的 三 点 的 坐标 . 

(1) [1i, 8, ~—2], [2, ~—2, 1], Li1, 1, —2]; 

(2) [3, 2, —1], {1, 0, ~2], {4, 1, 8]; 

(83) [1, 3, 1, £2, 1, 8], [0, 1, 0]; 

(4) [i, 1, —1], fi, —1, 1], [1, ~—1, —1], 
答案 . (1D) (1, 5, 8); 

(3) (8, —1, —5), (1, 0, —1), (83, 0, —2). 

15.11 已 知 点 4. (1, 2, 3), B. (2, 4, 8), 0O. (1, 2, ~2), 

(i ) 证 明 ，A4, B, O 共 线 ; 

(这) 取 A4, B, 0 另 一 表示 (4), (5)，(0), 使 得 . 

(@) + (68) + (0) =0; 

《iti) 取 另 一 表示 ,使 得 (a) 十 (8) = (0). 

答 娄 (这 ) (@) = (7, 14, 21), (3) 一 (一 10， —20, ~15), (0) = (3, 6， 一 6); 


GD (@) 一 (- 吾 一 兰 ，-7),， (8)-( 吉 , 名, 5) 


15.12 对 于 直线 多 [1, 8, -2] 和 g.: [2, —2, 1], 求 出 [1 和 [QI 的 男 一 一 表示 ， 使 得 
7: [Bj] = [i1i, 二 一 外 能 表 为 : [R] ~ [Pl 十 [Q]. 
答 娄 : [Pl= [8, 9, —6], [Q] = [8, —8, 各. 

15.13 已 知 点 4. (1, 2, 8), B, (2, 5, -6), 0., (6, —7, 2), BE. (4, 4, ~—1). 

(i ) 证 明 ， 无 三 点 共 线 ; 

(ii) 分 别 取 另 一 表示 (84)，(5), (ce)，(g) ,使 得 (@) 十 (人 上 十 (o) 十 (的 一 0. 
答 柴 《dgJ) 一 (4 8, 12), (8)=(6, 5, —18), (e) =(6, —7, 2), (a) =(—16, —16, 4). 

15.14 把 直线 v 的 坐标 [1 1, 刁 表 为 不 共 点 直线 [1, 1, 0]，[1, 0, 1 和，[0, 1, 性 的 线 
性 组 合 . 

15,15 证 明 ， 直线 wy 十 2ws-+ 382s 一 0， 
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A421 + 32a -Vo =0, 
3%1 一 85 十 42 一 0 
组 性 “个 三 角形 , 写 出 这 个 三 角形 的 每 个 项 点 和 点 (1 1, 1) 的 连 线 方程 ， 
从 烷 : 301+ Ts ~ 4rs =0, 
_ Bw 18wat+ 18%s =0, 
823 — 17%,1- 9ws =0. 
15.16 在 图 15- -+ 中, 取 4.(1,0 ,0), B{0, 1. 0), 0. (0， o D; Pl, 1, 1) 求 图 中 
所 有 其 他 点 的 坐标 和 所 有 直线 的 方程 . 
部 分 答案 0’, (二 0)，G0，(1， 一 二 0) ohnBron pi vot oo 0 
注 ， 直 线 p 是 了 关于 三 角形 4B0 的 极 线 ( 见 习题 3.11). 
15.19 已 知 不 同 点 4s, (1, 0, 0), hs. (0, 1, 0), As. (1, 1, 二 A,. (1, a’, 0) As. 
(1, 03, 6), Ao. (1, oa 06). | 
(i 推出, 414s: hsAs=R, (1 一 ab, 0)， / 
AsAs: AsAs=— 8., (1, To 一 po 1) 和 RS, wbwtre — (b+o— betod)ws =0; 
(四) 证明; BR,， 8S 和 了 =4;44: hohi 共 线 ， | 
15.18 证 明 巴 普 斯 定理 的 特殊 情况 (见习 题 3.4). 
提示 ， 取 4i: (w)， Bs. (0)， 忆 (ec)，O (c++D-Fco)， 则 Cs (一 站 ，Oa (gc 二 ce 一 0)，O， 
《C& 十 20 一 站 ). 
18.19 在 图 4-8 中 ,到 PP. (1, 0, 0), Q@., (0, 1 0), BR. (0, 0, 1), 8. (1, 1, 1). 
(2) 求 图 中 所 有 其 他 点 的 坐标 和 所 有 直线 的 方程 ; 
《b) 证 明 ， 由 卫 4， 已 ， 有 所 确定 的 四 个 三 角形 中 的 每 一 个 都 与 对 角 三 角形 成 透视 ， 
确定 每 一 个 透视 的 中 心 和 轴 . 
部 分 答案 ，(C) O: (1, 0, 1), EB. (1, 2, 1), F. (1, —1, 0)，40 0 一 oa 一 o 一 0. 
(5) 四 个 点 卫 , Q, BRB, S 和 四 条 直线 由 定理 4.14 确定， 
15.20 证 明 巴 普 斯 定理 . 
提示 ， 在 图 2-9 中 , 取 Ai. (@),， Bs. (6),， As: (6), Os, (@) -+ (6) 十 (0), As. (0) + plo), 
Bi (4) 十 (5) 十 go(c), 虽 有 
Oi: o(0) -+o —p) (oe), 
Os: (pp 一 0O) kg) 十 PCO) 
”15.21 证 明 直 线 4 和 一 和 一 oa 一 0 7. 80 一 o 二 办 = 一 0，O, 0 十 2x=0 共 点 ， 求 直线 加 
关于 5 的 调和 共 轨 线 d. 
答案 ,3%1 一 20a 一 2 一 0. 
15.22 在 习题 15.21 中 , 令 Q=a.b, 车 O#Q@ 是 c 上 的 一 点 , 直线 4 称 为 点 O 关于 w 
2 的 极 线 ， 求 P, (1,， 1, 2) 关 于 ,5 的 极 线 . 
答案 v1 十 na 十 83% 二 0. 
15.23 在 习题 15.18 中 ,证 明 p 是 0 关于 r,s 的 极 线 . 
15.234 利用 习题 15.5 和 15.6 的 结果 ， 证 明 ， 若 讽 个 三 角形 在 下 列 透视 4B0 关 
BO', ABOAB'O'A,ABOAO'A'B' 中 有 两 个 成 立 , 则 第 三 个 也 成 立 ， 
15.25 求 习题 二 ,5 中 的 三 角形 下 列 透 视 成 立 的 订 件 ; 
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(i) ABORA'O'B’, 
(六 ) A4BOR B'4'O’, 四 
(iii) ABOAO'B'A'. 
部 分 答案 (i) {Za}-{Yb}.{Wo} 一 {Wo}.{20}.{Yo}. 
15.26 证 明 ， 若 习 题 16. 5 中 的 三 角形 在 任何 五 种 顺序 中 成 透视 , 则 它们 成 完全 远视 
即 在 六 种 可 能 的 顺序 中 都 成 透视 。 
15.27 全 部 写 出 这 一 章 最 后 三 节 的 对 倡 . 
15.28 已 知 A. (@), B. (2), D. (ot), 2. bj: (ot pb), 推出 (4 已 也 BE) Mh 由 
此 分 隔 可 用 交 比 来 定义 。 
15.29 在 下 列 情形 中 ， 确定 D， 马 是 否 分 也 4 B. i 
(i) 4.,(1, 1,0), 8B.(1, 0, 1),D. (2, 1, 1), a. (0, 1, —1); 
(ii) A. (1, 1, 0), B. (1, 0, 1),D. (2, 1, 1), E. (8, 2, 1); 
Gii) A. (2, 1, 4), B. (3, 5, —1), D. (1, 1, 1), 8., (20, 31, —2); z 
(iy) 4. (1, —2, 8), B. (—2, 3, 1), D. (5, ~—7, —6), E. (2, —5, ~—13) 
答案 ，( 匀 分 隔 ， : 
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$16.1 基本 内 容 

1. 引 言 
前 一 章 ， 我 们 把 与 点 等 同 的 三 元 有 序数 组 几何 引进 作为 于 夯 射 影 几何 的 模型 虽然 把 
三 元 数组 说 成 是 点 的 坐标 是 方便 的 ; 但 是 应 该 承认 , 至 少 在 那 时 , 三 元 数组 和 熟知 的 点 的 坐 
标 之 间 还 存在 着 差别 ， 在 我 们 的 几何 里 , 三 元 数组 是 一 个 点 ; 而 在 平面 解析 儿 何 里 , 点 的 从 
标 是 与 预先 建立 的 坐标 系 有 关 , 我 们 现在 打算 在 射影 直线 舟 射 影 平面 上 建立 适当 的 坐标 系 ， 
为 简明 起 见 , 我们 把 所 得 的 点 的 坐标 都 认为 是 它 的 相对 坐标 ， 以 后 我 们 会 发 现 , 总 能 够 在 平 
面 上 建立 这 样 的 坐标 系 ， 使 得 第 十 五 章 中 的 三 元 数组 一 一 称 它们 为 绝对 生 标 一 一 为 它们 的 
相对 坐标 。 

构造 一 种 几何 的 第 一 步 ,就 是 要 选取 基本 元 素 . 由 者 的 用 何 知识 也 许 只 限于 点 的 几何 
在 这 种 几何 中 , 点 是 基本 元 素 . 对 于 这 种 几何 来 说 , 直线 是 一 维 的 , 平面 是 二 维 的 ,普通 的 空 
间 古 三 维 的 .而 在 三 元 有 序数 组 的 几何 里 ,根据 对 倘 原 则 , 点 和 直线 都 是 基本 元 素 ， 在 第 十 
五 章 中 , 我 们 知道 , 直线 上 的 点 可 以 由 一 个 单 参数 给 出 ; 这 样 , 直线 上 的 点 的 几何 便 是 一 维 
的 . 对偶 地 ， 在 太 上 的 直线 也 可 以 由 一 个 单 参数 给 出 , 所 以 在 点 上 的 直线 几何 也 是 一 维 的 
以 后 我 们 会 看 到 ,平面 上 的 点 几何 和 直线 几何 都 是 二 维 的 . 可 

在 下 面 的 考虑 中 ， 几何 的 性 质 由 所 选择 的 在 基本 元 素 的 坐标 上 的 一 个 变换 集 决定 在 平 
面 度量 几何 中 , 我 们 谈 到 所 谓 刚 体 运动 一 ~ 平移 和 旋转 一 一 的 变换 集 , 经 过 这 种 变换 , 线段 
的 长 度 和 和 角 的 度量 都 是 不 变 的 . 在 现在 这 种 几何 里 ， 我 们 要 论 及 称 为 射影 变换 的 变换 集 在 
这 种 变换 下 , 交 比 保持 不 变 ， 


2. 直线 (点 ;上 的 射影 坐标 


在 图 16-1 中 考虑 度量 平面 中 的 直线 o， 在 o 上 取 一 点 O( 从 这 点 出 发 ,将 得 到 沿 着 直线 
的 所 有 度量 ) 和 一 个 度量 单位 ,并 规定 o 的 ( 正 ) 方 向 , 就 在 这 直线 上 建立 了 常见 的 坐标 系 . 事 
实 上 ;就 是 在 o 上 选取 两 点 0 和 器 ,规定 它们 的 坐标 分 别 是 0 和 1, 则 o 上 任意 第 三 点 子 的 
非 齐 次 坐标 就 是 O 到 且 的 有 向 距离 ， 进 而 , 在 0o 风光 的 入 系 伸 可 以 这 样 来 建立, 规定 
9 的 坐标 为 (0, 1), 吕 的 坐标 为 (1 1), 以 zw 为 非 齐 次 坐标 的 点 至 的 齐 次 毕 标 为 满足 - 鱼 
人 2 的 数 对 (wj， m9)， 

下 面 考虑 射影 平面 里 的 直线 o( 见 图 16-2) 在 o 上 取 两 个 不 同 ; 点 4: (@) = (@1, aa ds)， 


B. (8) 一 (51,5s, 5s)， 在 这 些 表示 保持 不 变 的 条 件 下 , 任意 选取 非 零 实数 % 可 确定 o 上 
的 唯一 一 点 帮 : (2) = OU 十 NB)， 反 之 ;对 及 的 表示 (2), 我 们 训 以 近 到 数 对 和, yp， 现在 息 
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图 1-3 : .， 


定 采 用 节 的 另 一 表示 ,比如 说 (aw)， 则 由 (aw) = (ca 十 au ， 便 得 到 新 的 数 对 ao，a， 但 
是 ， 由 于 这 一 数 对 是 由 另 一 数 对 乘 以 常数 而 得 ， 所 以 这 并 没有 什么 关系 上面 的 计算 是 在 
4 了 的 表示 保持 不 变 的 限制 下 进行 的 .… 为 了 说 明 这 个 限制 的 必要 性 , 我们 只 需 取 新 的 表示 : 
4: (aa) 和 (8 人 这 时 ， 对 璐 上面 选取 的 人 A， (oa 十 BA2) 表示 9 上 的 一 个 异 于 工 的 
点 固定 基 本 点 4;.. B 的 囊 示 ,. 电 可由 选 捧 o 上 的 第 三 个 成 (ce) 和 和 选取 4 的 表示 全 
(0 )， 使 得 (cy 十 (2 一 (o) 来 名 多 

我 们 定义 ， 

对 于 满足 (@) 十 (2) = Ce) 的 不 同 三 yn CD， 了 3 (5), ©. (0) 组 成 的 直线 o。 上 的 华 标 
系 ,0 上 任 一 点 工 (z) 的 相对 齐 次 射影 坐标 就 是 (% ,其 中 (%) A tb 同一 点 的 
横 锥 标 或 相对 非 齐 次 射 影 上 坐标 为 2 一 和 /jw. z 

事实 上 ;直线 上 的 齐 次 射影 举 标 系 可 这 样 建立 : 

(i) 在 直线 上 选取 三 个 不 网 的 点 (坐标 点 。 

“” (ii) 指定 其 中 两 个 点 4， B( 基 本 点 ) 的 坐标 依次 为 (1, 0), ©, 也 

(iii) 指定 剩 下 一 点 0O《 尝 位 点 ) 的 坐标 为 (1, 14. 

同样 是 这 些 点 ， 可 女 立 下 及 二 的 下 者 次 代称 系 .在 这 个 坐标 系 中 ,4， 卫 ， 0 的 对 
为 oo0,0,I1 . 

例 16.1 若 取 4. @&, 1, .8), B , (4, —2, 4), 0 (10, —1, 0) 为 商 续 9 上 的 人 标 上 
求 o 上 点 也 (8, 2 一 人 的 齐 次 射影 坐标 和 非 齐 次 射影 坐标 ， 

解 ， 首 先 ,选取 新 的 表示 ( 见 例 15.5) 4: (@) = (4, 2， -6)， 已 5 (6) = 《6， 一 3, 6) ,使 得 . 
0; (4 十 6)， 现 在 令 入 (a) 十 (6) == (8, 2, "并 短 方 程 组 


4A+64=8, 
| 2 一 8 一 2，， ”得 入 =3/32, he 
TU 一 
于 是 ， 关于 相对 齐 次 从 标 我 们 有 D; (8/2, 1/3); 它 的 另 一 表示 是 D (9 2). 提交 全 
A/ p30 9/2. "| | : 


在 习题 16.1 中 ,我 们 将 证 明 ， 

定理 16.1 直线 上 任意 四 点 的 交 比 与 直线 上 建立 的 坐标 系 无 关 ， 

对 偶 地 , 在 一 点 O 上 的 齐 次 射影 坐标 系 可 以 这 样 来 建立 指定 0 上 的 两 条 基本 直线 
2 的 坐标 为 [I, 0] 和 [0,. 匡 ,0 上 的 第 三 条 直线 ¢ 的 坐标 为 [IL 十 . 这些 直线 也 可 以 建立 
非 齐 次 坐标 系 ， 在 此 坐标 系 中 ; 4%, 8, 分别 有 坐标 co, 0, I， 例如, 读者 具 需 写 出 例 16,1 
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的 对 侦 , 其 中 4. (2, 1，-3) 变 成 &: [2, I， 一 31, 等 等 ， 考 虑 到 这 点 , 我 们 在 以 后 三 节 中 将 
只 考虑 直线 上 的 坐标 系 ， 并 把 写 出 这 三 节 连 加 所 有 例题 和 习题 的 对 偶 这 个 任务 贸 给 全 谈 者 作 
为 练习 . 
3. 一 维 射影 变换 
在 射影 平面 里 , 任 取 两 条 不 同 的 直线 ， 在 其 中 一 条 上 选择 三 个 不 同 点 P,，Q, ,并 假定 
关于 事先 在 直线 上 建立 的 坐标 系 求 得 它们 的 非 齐 次 坐标 是 : P;p，@: 9, BR, 7?， 同 样 ,在 另 一 
直线 上 假定 也 选取 了 三 个 不 同 的 点 P', @'，R', 且 求 得 它们 关于 事先 建立 的 坐标 系 的 非 齐 次 
坐标 是 Po 2 ，Q4 g 5， BR'7'， 设 ;ww 和 互 : or 是 身影 (P, Q,， 居 天 (P @， BR') 中 的 另 一 


( 卫 ， 局 ;也 ， XX)=(P, Q’; BE’, 之 )， (1) 
所 以 
(一 人 (一 2 (pl -40 2 ) (2) 
(POG—T) (P27) 


我 们 现在 来 解 (2) ,用 ww 表 尽 : | 
令 p 一 ?7/9 一 ”一 8,，《P 一 ?7)/(g 一 站 一 9? 便 得 : 1 
8S 9 一 功 人 (2 一 二 一 8 -wv)/(p —w"), 
So0 一 99 一 六 0O 二 2 一 SC 一 DO 一 9 十 D90)， 
[(s 一 97)2 十 D3 — gs]%’ 一 (So 一 SI xz 二 20 一 2 gs, 
vath)/levtd), (8) 
其 中 a=sp' 一 yg', bpg's' 一 p'gs, c=s—s ,dps gs 
利用 射影 些 标 , 令 2 一 oa/ za 2' 一 0/0， 


所 以 


则 


v/vs= (G01 boa)/ (emt da) (4) 
或 者 z | z 


po1 一 4O1 十 Doa， i . 
pw2 一 CO01 十 COa， p00. i 可 (8) 
方程 (3)，(4)，(5) 可 以 说 成 是 一 点 列 到 另 一 点 列 的 映射 ,或 者 是 将 一 条 直线 上 的 点 变 
到 另 一 条 直线 上 的 点 的 射影 变换 ,或 者 是 两 个 不 同 点 列 之 间 的 射 形 . 
对偶 地 ,我 们 有 : 四 
了 ' 一 (4R+B)/(0 有 +DD)， (37) 
Ri/ Xs= ARI BRs) /OX DX,), 4) 
PX1=AX1+BX,, : 
ps2 一 OXi 十 DD 及 。， 
它们 就 是 将 一 点 O 上 的 直线 变 成 另 一 点 0' 上 的 直线 的 射影 变换 的 非 齐 次 和 齐 次 举 标 方 
程 | 
方程 (8) 也 具有 通常 称 为 线性 变换 的 形式 ,那么 每 一 线性 变换 ， 
7: 0 = (apt+b)/ (ew-td) (8") 
(其 中 4，0，c, 9 不 全 为 0) 都 是 射影 变换 , 亦 即 变换 有 逆 变 换 ， 且 保 持 交 比 不 变 ? 我 们 要 证 
明 , 车 (38") 将 不 同 的 点 变 成 不 同 的 点 , 则 (3") 是 身影 变换 。 


p#¥0, (57) 


4 
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设 忆 必 和 康 了 昌 吉 线 9 上 任意 疝 个 不 同 区 点 ， 疡 -人 二 和 他， 李 人 二 分别 


是 它们 在 另 一 直线 0 或 同一 二线。 上 的 对 应 起 . 由 于 2 一 yx0 故 从 “ 
p -gq=(ad—be) (pg)/(cpta) (cqt+a) 
可 知 , 当 且 仪 当 ad 一 bc 了 0 时 , p' 一 g'¥0. 
现在 考 嵌 (3), 并 约定 0d- pe 关 0， 于 是 可 以 由 (3 ) 解 得 ; 
加 ow’'—b 
一 60 +@" 
用 它 代入 (3”)， 容易 说 明 它 是 Cg) 的 道 
最 后 , 设 了 了 ,p, P';p'; Q:9 Q': 9; Br, R'r’;S,s, 838 是 任意 四 对 不 同 的 对 应 点 ， 由 
Pp -r= (0d—b0) (Dp—7)/(cp+d) (cer+d), 
gq —7'= (ad— be)(g—r)/(cgtd) (er+o), 
1 一 8 一 (Cd 一 pe) (pnp—s)/(cpt+d) cst+o), 
df 一 8/= (ad 一 bc) (g—8)/ (cgta) (cs+da), 
通过 简单 的 计算 ,得 到 
(P’, Q; BR', SD)=(p—7)(g —8)/(p ~ (gq 一 让) 
. =(p—7)(q—8)/(p—8) (gq—7) 
-=(P, Q; RE, S). 
于 是 我 们 证 明了 . : 本 
定理 16.2 每 一 线性 变换 . 
Tm = (v4b) /ew+d) (ad—bct0) 
都 是 射影 变换 , : : 

例 16.2 给 定 直 线 o 上 的 三 点 了, 2，Q: 38， R: 4 和 另 一 直线 o 上 的 三 点 P' 8, @'; 4 
R'.2. 
(a) 求 出 把 卫 , 8@, 甩 分 别 变 到 P' &， BR' 的 线性 变换 , 
(b) 确定 0 上 之 点 8S: 一 1 在 o 上 的 对 应 点 5, 

(c) 确定 o% 上 的 点 TY';0 在 o 上 的 对 应 点 工 . 
(d) 此 变换 是 否 是 射影 变换 ? 


: (8) 因为 -2, of=3 ， 故 利用 (8") 有 3 一 322 或 


| 20+b5—6c~8d=0. (i) 
合 至， z 
34+b—120- 4d=0, : (31) 
/ 4a+2—8c~2d=0. (iji) 
(ii) ~ (i), i) ~ 0), 得 ” .4-60-d=0, 
“94-904d=0. 
再 将 这 两 式 相 加 便 得 :3c 十 8c=0， 取 a= -8, 0=3, 则 d= 一 了 0, 0= — 28. 所 求 的 变换 为 
_ 8%—28 
8»—10* 
ee 


-0 -36/13， 


(b) 当 w= 一 1 时 ) 六 二 - 


Nie 基本 内 容 16s 
(lc) 当 w-0 册 ,3w-28==0, z=7/2. 
(d) 因为 Ql 一 bc=4 关 0, 所 以 变换 是 射影 变换 . 
在 习题 16.2 中 ,我 们 将 证 明 ; 
定理 16.8 若 两 个 射影 点 列 的 三 对 对 应 点 的 连 线 共 太 ， 网 这 两 个 间 影 上 列 是 远视 的 


4. 直线 上 的 射影 ( 非 齐 次 坐标 ) 
!' 今 设 上 节 中 的 两 直线 o 和 0 重合 , 则 射影 变换 


av+b 
于 7 一 ,ad 一 0o 头 0 (6) 


有 两 种 解释 

第 一 种 解释 , 直线 。 上 有 关于 两 个 不 同 坐标 系 的 一 个 点 列 ， "上 的 每 一 点 下 都 有 了 两 个 
举 标 一 在 一 举 标 系 中 的 举 标 为 p， 在 另 一 坐标 系 的 储 标 为 % 一 一 而 (6) 式 只 是 把 每 一 = 变 
万 相应 的 2。 在 这 种 解 者 下， 《6) 式 叫 做 共 动 变 棱 或 图 杀 轩 定 代 标 阔 动 的 变换 ， 或 坐标 
换 . 

第 二 种 解释 , 直线 o。 上 有 关于 同一 华 标 系 的 两 个 闪 置 点 列 ， 这 时 《6) 式 一 般 地 将 直线 。 
上 一 点 了 .x 变 到 直线 o 上 的 另 一 点 “在 这 种 解释 下 , 《6) 叫做 主动 变换 或 从 标 国定 图 
象 移动 的 变换 、 

作为 图 象 移动 的 变换 《6) 式 就 是 直线 上 射影 的 解析 定义 ,我 们 常 称 它 为 直线 上 的 直 亲 
变换 . : ， 
现在 我 们 来 研究 在 两 选 置 点 列 之 间 直 射 变换 (6) 式 将 某 点 M 变 成 它 自 身 的 可 能 ， 这 入 
点 ML 如 果 存 在 的 话 , 就 称 为 射影 的 二 重 (固定 , 自 对 应 或 不 变 ) 点 ， 我 们 只 要 在 (6) 中 令 p 
w， 并 解 所 得 的 关于 “的 二 次 方程 , 便 得 二 重点 ， 

我 们 先 考虑 当 6 一 0 的 特殊 情形 这 时 ， 二 次 方程 实际 上 是 一 个 线性 方程 , 所 以 w 一 on 
总 是 一 个 根 ， 因 而 M: oo 总 是 一 个 二 重点 . 

(1) 当 o=0 5 类 0, axwd 时 , (gq)o 一 存在 两 个 不 同 的 二 重点 ; M; co, :本 

Gi) 当 o-0, 35%0, a~g 时 ，() 中 的 二 重点 到 和 太 重 合 。 只 存在 一 个 二 重点 :MM: 


(Gii) 当 o~5 一 0, ay 时 , (一 do=0， 存 在 两 个 二 重点 ; M1; co，N: 0 
(iv) 当 6=5=0, w=d 时， 直线 上 每 一 点 都 是 二 重点 ,这 个 射影 就 是 恒生 变换 . 
号 外 , 当 光 一 s 时 ,(6) 可 写 为 

co 十 (一 ao 一 0 一 0，c 关 0， 


_ TI abe 

它 的 根 是 ， pi d+ (Co a) +4oc 
和 pp a @—d— NM (das+4be 
人 a TY pp . 


可 分 为 三 种 情况 . 


(GD (ad 一 a)”+45c>0， 则 两 根 是 不 同 实 根 . 存在 二 个 不 同 的 二 重 太 . ”叫做 和 由 型 和 
影 . 
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(2) (gd 一 0)?+4bc0， 则 两 根 是 相等 实 根 ,存在 一 个 二 重点 ;5 串 柳 抛物 型 射 形 . 
(3) (a 一 @)* 二 45c<0， 则 两 根 是 复 根 ,没有 实 二 重 根 ,…? 内 做 禄 回 型 赤 彩 .; 
于 是 , 除 恒 等 变 换 以 外 , 7 或 是 双 曲 型 ， 或 作息 位， 或 是 牢 国 可 《见习 二 16. 8. 
”在 习题 16.4 中 ,我 们 将 证 明 | 
定理 16.4 双 曲 型 射影 的 两 个 二 元 和 -对 对 应 元 间 的 交 比 下 应 元 的 
选 择 无 关 . 
这 个 实 常数 开 叫做 双 曲 型 射影 的 特征 不 变量 .由 此 可 知 ; 任 一 双 曲 型 射影 都 司 配 戌 标 
准 型 . 
本 (2 — 82)/ (2 01) = (om)/ (0—%1), 
其 中 zi 2 是 二 重点 ,天 是 特征 不 变量 . 
“在 习题 16.5 中 ， 我 们 得 到 哲 物 型 射影 的 标准 型 ， 


加 当 o-0 时 ， 0 tp 9 


#0 时 ,1 pp 1 一 1 一 一 一 一 十 2， 了 一 


| 一 1 %—% 021 一 G 
讽 16.3 把 下 列 射影 化 为 标准 型， (9)， p= Sot CD) ol - 有 3. 


解 ，(a) 这 个 射影 是 以 到 : 3/2, N: 2 的 和 利用 它们 的 对 放 丰 对 


工 :五 卫 : 一 1/2, 我 们 求 得 ; : 
K=(M, N;P, ,7) ~ -0/2, _2,1, 1 18, 


OO g 十 2 i w+2 . 1 
2 一 3 ~ 5 _ “ 
2 2 
(b) 这 个 射影 是 以 对 ; 3 为 二 重点 的 挑 物理 射影 。 标准 弄 为， 
-1 -1 _ 9 加 
23-2 


5， 直线 上 的 对 合 


间 " 是 直线 到 它 自身 上 的 一 个 射影 变换 ， 它 的 道 5 =?( 例 题 见习 题 16. 18(/)). 则 
7 一 7 一 人 一 乡 是 恒 等 变换 .这 时 ， 射影 变换 叫做 二 次 对 合 ,通常 简称 为 对 合 . 阁 
%, p' 是 一 对 合 的 一 对 对 应 点 , 则 多， 2 也 是 它 的 一 对 对 应 点 。 因此 ， 我 们 说 2 2» “是 对 合 的 
互 迷 对 ( 见 第 六 章 ). 

在 习题 16.6 中 , 我 们 将 证 明 ， 

定理 16.5 射影 变换 | 
”03 十 0 四 (3) 


~ owt 
为 对 合 的 充 要 条 件 是 十 4=0.， 
对 合 的 方程 可 以 写成 如 下 的 形式 : | 
fow tgwts)TFth=0,.g9—fhE0, 1 -. : (7) 


因此 ， 对 合 可 由 它 的 任意 两 对 互 逆 点 完全 确定 . 


16.1 基本 内 容 69 
 、， 例 16.4 求 以 wm wi; ma, 0 为 两 对 互 北 对 的 对 合 的 方程 ， 
” 解 ， 将 每 一 对 都 代入 (7) 式 得 : 
frirvit gqt) +h=0, 
z eazg 十 0 wat 2) +h=0, 
消去 (7) 和 上 述 两 方程 的 系数 ， 则 所 求 的 方程 可 下 为 行列 式 


F 


wr w+ 1 


一 0. (8) 


V101 .wit 01 1 


z vars wat+w2 41 
在 (7) 中 令 z=z', 解 所 得 方程 可 以 求 得 对 合 的 二 重点 ， 这 时 ， 或 者 方程 有 两 个 不 同 实 根 
《对 合 是 双 曲 型 的 ) ,或 者 有 相同 实 根 ( 对 合 是 抛物 型 的 ), 或 者 有 串 根 (对 合 是 椭圆 型 的 )， 抛 
物 型 对 合 一 般 不 予 考虑 (见习 题 16.26). 双 曲 型 对 合 当 已 知 它 的 两 个 二 重点 或 一 个 二 重 操 
各 田 一 对 互 逆 对 时 , 便 完全 确定 了 . 
再 就 是 当 一 个 对 合 的 求 二 重点 的 二 次 方程 为 已 知 时 ， 对 合 也 完全 确定 . 因为 假设 这 
方程 是 : 


2 十 280 十 CO 一 0 (8—ac*0), 《9) 
则 对 合 的 方程 是 / 
avr +b(viw )+o~=0, (10) 
它 是 双 曲 型 还 是 椭 较 列 恢 绍 (9) 的 根 为 实 根 还 是 虚 和 根 而 定 。 方 程 (10) 可 以 通过 (9) 用 下 面 的 
法 员 得 到 : 


用 ww 代替 2 用 gi “代替 20， 
”方程 人 9) 叫做 方程 (9) 的 极 化 形式 . 

例 16.5 从 光合 的 求 一 重点 的 万 程 39 十 6= -0 推出 该 区 对 合 的 方程 

解 ， 极 化 已 知 方程 得 : 

guo' 十 豆 (z- 二 7) -6=0 

或 Gow' 十 5(z 十 zz —12=0., 
不 难 证 明 ; | 
定理 16.6 已 知 点 wm 的 调和 点 对 w w 是 以 mw ms 为 二 重点 的 对 合 的 互 道 对 
6. 直线 上 的 射影 ( 齐 次 坐标 ) 
利用 齐 次 坐标 可 以 大 大 地 简化 直线 上 和 平面 上 (或 高 维 射影 空间 中 ) 的 射影 变换 的 研 


究 ， 在 这 一 节 中 ,我 们 利用 / / 
| po=omtbs, ，， z 
a et) 加 
重新 研究 直线 上 的 射影 变换 ， 
为 了 给 以 后 的 讨论 作 准 备 , 我 们 打算 改变 记号 ,把 45) 写成 
1 一 00101 十 Gaia09， 
ee oo 0 


为 了 研究 可 能 的 二 重点 我 们 在 (1D 中 以 a 代 均 mi Ma 代 震 2， 考虑 所 得 到 的 方程 


1#6 第 十 六 章 “坐标 系 和 射影 变换 


和 019) 
aai01 十 (aaa 一 P)03 一 0。 
(12) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
| |-8 (18) 
.21 taa—p 
泪 p2 一 (ai 十 qag)p 十 (iigaa — 12691) 一 0. 


”方程 (18) 叫做 射影 变换 的 特征 方程 ， 它 的 娄 pi ps 叫做 特征 根 ， 一 个 非 恒 等 射 影 变 换 
(5) 是 双 曲 型 抛物 型 还 是 椭圆 型 依照 py pa 是 相 异 实数 ,相等 实数 还 是 庶 根 而 害 ， 
例 16.6. "研究 射影 变换 
. fo 
po2 一 201 一 0 的 二 重点 。 
解 ， 特 征 方程 是 
2p 
2 一 工 一 P 
特征 根 为 p=4, ps 二 一 3。， 当 把 pi 一 4, pa 一 一 8 代入 下 列 方程 
(2 一 p)zi 十 5xa 一 0， 
2 十 (一 1 一 p)za 一 0 
揭 任 一 个 时 , 我 们 都 可 以 得 到 射影 变换 的 二 重点 。 利用 第 一 个 方程 , 我们 求 得 ， 
(2 一 4)oi 十 5za 一 一 22: 十 5zo 一 0; 二 重点 是 (5, 2)， 
(2 十 3)oi 十 5xa 一 5oi 十 5zs 一 0 ”二 重点 是 (1， 一 已. 
读者 可 以 自 和 行 验证 ， 当 我 们 和 用 第 一 个 三 程 时 ? 可 得 相同 的 结果 . 所 以 时 影 变 痪 是 江帆 
型 的 . 
由 定理 16.5， 直线 上 任 一 对 合 都 具有 下 述 形 式 ， 


PV1 一 GH401 十 130s， 


| =m- pp- 19 一 0， 、 ' ， 可 ee 


ai1 + G1091 0, 4 
Pa2 一 Col01 一 G11V9, : 


它 的 不 变 点 满足 
W217 — 20l40103 一 W120 = 0. 


而 此 对 合 是 双 曲 型 的 还 是 椭圆 型 的 ,依照 3 十 awsasr>0 还 是 <0 而 定 . YE 


7. 平面 上 的 齐 次 点 坐标 


在 建立 直线 上 的 坐标 系 的 过 程 中 ， 我 们 用 了 直线 上 的 任意 三 个 点 4; (4), B: (b), 0 
(a 十 6), 对 于 这 个 坐标 系 , 直线 上 的 任意 第 四 个 点 了 P; (yp) 的 齐 次 坐标 就 是 满足 (p) 一 p1(&) 
十 pa(b) 的 有 序数 对 (ps, pa).. 此 坐标 系 的 基本 点 就 是 4 和 B. 而 第 三 点 O 的 作用 只 是 为 了 
使 A 和 B 始终 保持 固定 的 表示 (绝对 坐标 ). 把 上 述 作法 稍 加 扩充 就 可 以 用 来 建立 射影 平 : 
面 上 的 坐标 系 . 

在 平面 上 任 取 四 点 41,，4，， As, 44 (没有 任何 三 点 共 线 )， 选取 前 三 点 表示 Ai: (@), As: 
(2)，4: (0), 使 得 44: (g++6b+o). 注意 : 44 的 作用 只 是 用 来 固定 41，4s，4s, 的 表示 . 这 三 
个 点 是 一 个 三 角形 的 顶点 。 这 个 三 角形 叫做 坐标 三 角形 。 点 4 叫做 单位 点 ， 这 样 建立 的 
坐标 系 记 为 44，4。 4a 44， 利用 这 个 坐标 系 ， 我 们 定义 相对 坐标 为 ，4i: (1, 0，0)，4>: 


和 6 基本 内 容 Ld 
(0 工 0)，4a: (0, 0, 了 ); 44 (1, 1, 1)， 而 对 任意 点 了 ; (?), 它 的 相对 坐标 为 了 : (a, B6, 7Y)， 
其 中 (y) =a(@) 十 B(25) 十 7(6). 

例 16.7 取 四 个 点 44，4a，4s，44， 它 们 的 绝对 坐标 分 别 为 4: (1, 2, 3), 4s: (2， 
一 83， 4), As: (4, 5, —6), A: (11, 9, —65) (读者 可 以 验证 ,其 中 设 有 三 点 共 线 )。 建立 坐标 
系 41;，4A。，A; 44 并 求 . 

(1) 绝对 举 标 为 (2, 2, 1) 的 点 卫 的 相对 坐标 . 

(2) 相对 华 标 为 (4， 一 2, 了 的 点 Q@ 的 绝对 坐标 . 

(3) 任意 一 点 了 的 绝对 坐标 (zl， 22，28) 和 相对 坐标 (zi，za，2za) 的 关系 . 

解 ， 首先 , 我们 固定 表示 41. (4)，4s: (5)，4s: (0), 使得; 44 (4 十 5+4+c)。 令 入 (1,2, 3) 
十 有 (2， 一 83, 4) +v(4, 5, 一 6)= (11, 9, -5), 

解 方程 组 


二 21 十 人 一 伺 ， 0 
- 31 十 By 一 9, 得 入 一 工 j=1, v=2. . 
3446p 5 


则 4: (1, 2, 8), As: (2, —3, 4), As: (8, 10, -1 As: (11, 9, —8) 六 尼 生 村 三 角形 
及 单位 点 的 所 有 要 求 . 

(1) 令 a(1, 2, 8)+B8(2, -3, SO +708, 10, - 蕊 ~ ~ 2, 1 

解 方程 组 


cx 二 28 二 8y=2, 
le- 3B 十 10y=2， 得 ,a= 37/60, B=1/40, 731/24 
3a+48—12y=1, 


所 以 了 的 相对 华 标 为 也, (87/60, 7/40; 81/240) 或 卫 ， (148, 42, 31). 
(2) Q@ 的 相对 坐标 为 :a 一 4, B= 一 2, y=1, 则 它 的 绝对 坐标 为 4(1,2, 3)— -202, 一 3， 4) 
十 1(8, 10, 一 12)=(8, 24, -8). 或 Q@:(1, 3, -1),.” 
(3) 抬 (9 式 中 的 (各 一 2, 了 看 作 (ww, mo zs), 则 Q: (pe po pe) 由 下 这 方程 纹 有 
1 .024 十 2。 vat 8zs = pa!, 
fF 01— 3% 10%3 = po, 
8*%1+4. “wa — -12%s = pa 
上 述 第 一 .第 二 、 第 三 个 方程 中 的 wy za，ts 的 乘 数 分 别 是 坐标 三 角形 的 第 一 、 第 二 、 第 
三 个 项 点 的 绝对 坐标 , 
和 度量 几何 一 样 ,适当 选取 坐标 系 ， 可 以 简化 解析 证 明 . 
“ 例 16.8 (a) 对 于 笛 沙 格 双 三 角形 定理 (习题 15.4) 的 证 明 ， 可 取 其 中 一 个 三 角形 ( 参 
看 图 16.3) 作为 坐标 三 角形 而 取 它 的 透视 中 心 作为 单位 点 ， 
(b) 对 于 巴 普 斯 定理 的 证 明 可取 As: (0, 0), Ba (0, 1, 0), Aold, 0, D) 和 
O05: (1, 1 1 ( 见 图 之 9 四 
(ec) 在 研究 完全 四 点 形 时 , 它 的 顶点 可 取 为 坐标 三 角 形 的 顶点 和 单位 点 ， 或 把 对 角 三 角 
形 取 为 坐标 三 角形 ,把 四 点 形 的 另 一 顶点 取 为 单位 点 (见习 题 16.41) ， 
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ats 


16-3 


8. 绝对 坐标 和 相对 坐标 的 关系 
在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 假定 读者 热 悉 和 矩阵 代数 (在 本 书 附 录 中 有 矩阵 代数 的 简介 )， 为 
了 更 有 效 地 利用 矩阵 代数 的 知识 ,我 们 有 必要 改变 促 标 三 角形 顶点 的 记号 ， 对 于 上 面 所 定 
义 的 坐标 三 角形 ,我 们 写成 . 4i: (ait，cal， 31), Aa: (015, Ga asa)， As: (9ls，0as， 5ss),， 其 中 
第 三 个 下 标 标 出 点 ,而 第 一 个 下 标 标 出 该 点 的 各 个 坐标 . 所 以 ,任意 一 点 了 的 弱 对 维 标 (gh, 
wz, 8) 与 相对 坐标 (v4,，wa，28) [ 见 例 16.7(o)] 满 足 
(PR G91 G1 Gat 
po3 = Gal%1 十 Gaa0o 十 GagZs， 


pr ， 
piZ3 王 Gal01 十 Gaa0o 十 Cs873.: 


v1 Wii Wia Wis| | | ws | 
pl || mm mm [Al |, 9 
8 . 4a: Ca2 人 88 ws ra | 


其 中 入 = [oy] (i, j=1, 2， 3), px 0 是 一 个 比例 因 于 ， 利用 (14) 式 ,我 们 把 相对 举 标 化 为 绝 
对 符 标 ，， 0 
因为 44， 4s， hs 不 共 线 ， 41 #0 因此 ,存在 41，(14) 两 边 左 和 4 玉 得 


. 区 v1 - 
一 |23 | 
Ta 


91 


写成 矩阵 形式 , 就 是 


或 者 


lw =4-: | | 
vs 
”通过 此 式 , 我 们 把 绝对 坐标 化 为 相对 坐标 . 
只 要 建立 了 坐标 系 , 我们 就 可 以 写 出 (14)， 应 注意 ， 有 A 的 各 列 元 素 依次 是 从 标 三 角形 的 
顶点 4 ha, 4s 的 绝对 坐标 . 


例 16.9” 对 于 例 16.7 的 盟 标 系 , (1 的 ，(1B) 分 别 变 为 ， 


(15) 


ws 


$16.] 三 人 内容 473 


以 6 代替 5j4|, 则 (让 可 和 写成， 


v1 wi 
(ii) | = (adjA) EE | 


3. 关于 两 个 坐标 系 的 坐标 


ey 它 以 Bb 人 Mg B 为 单位 点 . 由 上 


21 bu 0ia bis Fol ' : 
p 术 bas 问 四 (16) 
Les Das: bea bas) | ws 03 1 ( + 
及 : : 四 
2 人 
-| 一 .中 | (17) 
09 el. | | 
由 (14) 和 (16); 得 到 关系 / : | 
01 2Z1 | 
“al | 
03 va 
由 此 可 得 , 


| 


-C 


fai] 2 

万 网 本 Wa | (18) 
ws ws ve 

所 以 ,车 已 知 点 及 关于 举 标 系 41,，As，4;; 44 的 坐标 (zi Vs, 3), 由 此 式 它 可 以 得 出 互 关 

于 坐标 系 B,, B,, Bs; Bs 的 坐标 zc4， 好，o) 同样, 若 已 知 点 卫 关 于 众 标 系 有 B,, Bss B, 

的 坐标 (zi，z2，2)， 它 关于 坐标 娄 41，4。，43; 44 的 坐标 (zi zm2， xs) 可 由 王 式 给 出 


V1 v1 v1 
zl za |=A-1. Blz l=Dizw | (19) 
Ys. 03 os 


考虑 (18) 中 矩阵 C= 如 -1.4， 4 的 列 元 素 是 坐标 三 角形 4;4s4s 的 顶点 的 绝对 举 标 .于 
是 C 的 列 元 素 是 同一 三 角形 的 顶点 关于 坐标 系 Bi, Bs, Bo 有 的 坐标 ， 对 (19) 中 的 已 ~ 
4-1.B 也 可 给 出 类 似 的 解释 , 我们 得 到 ， | a 
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若 已 知 一 个 点 关于 坐标 系 向 的 坐标 ， 这 个 点 关于 另 一 溪 标 系 加 的 坐标 可 以 将 自己 的 
坐标 左 乘 一 个 抢 阵 而 求 得 ， 这 个 矩阵 的 各 列 是 办 的 坐标 三 角形 的 顶点 关于 坐标 系 久 的 沿 
10. 平面 上 的 射影 变 
方程 


‘ k 、 1 
wl 811 619 B18 |.|%1 1 
\ p 22 | 一 | ga C9 C98 | | 2 ) IE| 一 [et 关 0 (20) 
: » 
化 3 Cast C32 838 3 . 


及 
01 z! 1 
i i : (21) 
Vs 人 和 


可 解释 为 : (让 把 点 :了 关于 坐标 系 轴 的 相对 坐标 变 成 它 的 绝对 坐标 . (21,， m2, 23)， 或 者 反 过 
来 ; (让) 把 点 . 卫 关 于 坐标 系 加 的 相对 坐标 (9050 虽 变 成 它 关 于 坐标 如 的 相对 饥 标 ,或 者 
反 过 来 ， 但 各 注意 到 存在 一 个 坐标 系 二 一 叫做 自然 坐标 系 一 一 使 得 点 在 这 个 坐标 系 的 绝对 
雁 标 就 是 它 自己 的 相对 坐标 ， 则 这 两 种 镁 天 就 变 成 相同 的 了 。 具 然 坐标 系 由 带 绝 对 坐标 的 
点 41: (1, 0, 0)， hs: (0, 了 0)，4s: (0) 0, 1)，4s: (1, 1, 志 来 定义 ， 带 绝对 灌 标 的 任何 一 
局 站: (Wl1, va, vs) 都 可 以 写成 vi(1, 0, 0 十 za(0, 1 ，0) 十 zs(0， 0, 1). 因而 , 广 关于 自然 
坐 球 系 的 衣 对 仅 称 为 (v1, Vo, Ls). 
所 以 (20)，(21 的 作用 ， 只 是 改变 平面 上 每 点 的 名 称 (坐标 ). 基于 这 点 , (20) 和 (217 叫 
做 被 动 变 搁 或 图 和 象 固定 坐标 移动 的 变换 

正如 (5) 式 那 样 ,对 (20) 用 第 二 种 解释 也 是 可 行 的 . 这 时 , 我 们 有 两 个 不 合 点 芋 ; (9 
va， va) 和 三 (oO ,03), 它 们 的 坐标 是 关于 同一 个 坐标 系 的 , 于 是 (20) 将 于 变 到 互 "， 而 
(21) 又 将 ZX' 变 回 到 了. 芝 于 这 种 解释 ， (20) 和 (21) 都 叫 主 动 变换 或 坐标 固定 图 和 移动 的 
变换 . 

我 们 现在 可 以 把 (20) 和 (21) 写 成 更 简洁 的 形式 

pIT=BX 及 6X’=E-1X’? 

几 | 
Va 


着 我 们 把 开航 回 量 记号 三 二 代 之 以 熟悉 的 和 一 (2Z1，09， 和 )， 六 ) 大 可 避 名 


yp, 
这 个 廊 烦 烦 欧 记 法 . 我 们 今后 打 铬 省 咯 转 四 符号 ,只 要 记 住 在 用 矩阵 写 册 的 变换 方程 中 点 的 
坐标 自然 地 写成 38x1 和 矩阵 或 三 阶 方 阵 的 一 列 . 在 这 种 理解 下 ,我 们 有 ; 
pX'=EX (20) 

及 i 

X=E-1X' . (21) 
这 样 做 不 会 发 生 误 会 。 因 为 从 字母 上 看 , EX = [es]: [v1, 5， » 0 是 没有 意义 的 ， 

在 习题 16.7 中 我 们 将 证 明 . 

定理 16.7 变换 (20) 保 持 共 线性 . 


由 


$16.1 基本 内 容 《9 和 

定理 16.8 变换 (20) 保 持 交 比 不 恋 . 

例 16.10 以 坐标 系 0 为 基准 ， 以 点 Ai; (@11, Col， 081) ， As. (@19, Wg) Css)， As. 《cis， 
Ga3， qss) 为 坐标 三 角形 ， 以 4 (Ps, > 六 ai) 为 单位 点 ， 建立 新 的 坐标 系 bj， 关于 如 
令 4 的 举 标 为 (1, 0, 0)，4s 的 学 标 为 (0, 了 0)，4s 的 坐标 为 (0，0, 1)， 又 设 任意 一 点 
.4 在 a 下 的 坐标 为 (wi, wa, v8), 而 在 ba 下 的 坐标 为 (24， V2， 2 

《a) 写 出 从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 变换 方程 (20) 和 (21)，。 

(b) 证 明 (20) 的 第 二 种 变换 形式 


go 0 0 
w=I0 b 0|X=DX’ IDI#0 
0 0 ce. 


保持 坐标 三 角形 不 变 而 单位 点 改变 . 
解 : (a) 由 于 (21) 将 (1, 0, 0) 变 成 (Q11, Wo1, 0sl)， 将 (0, 1, 0) 变 成 (@12, W339, as), 将 
(90, 0, 1) 变 成 (aas， aas，0asa) 。 对 于 (21) ,我们 求 得 : 
| aa Ci2 Wi3 
(i) 6 所 一 | aai a das | R=AX'=E-1Y' 
人 33 
对 于 (20), 我 们 得 到 ， 
(Gii) pX'=A1:XT=EX. 
(b) 应 用 逆 变 换 vw' 卫 '=D"1 玉 "于 (i), 我们 求 得 
uu/% /bd aaa/c | 
(iji) 8X = EDX"=| g/g0 qa/ ee 
Cal/q aaa/ 0 gse/¢ 
称 它 为 新 坐标 系 加 ， 现 在 (ii) 将 8 的 坐标 三 角形 的 顶点 分 别 变 回 到 (gifa,.4x/a, aai/9)， 
(ai?/ 六 ， Wo2/0, Gsa/0), (tig/c, Gag/0, Ws3/C), 而 它们 只 不 过 是 关于 入 的 坐标 三 角形 的 项 扣 
的 不 同 表 示 . 所 以 ,rz 了 "一 DX' 是 一 个 保持 坐标 三 角形 顶点 处 变 的 变换 。 但 由 于 它 改变 了 
三 角形 顶点 的 表示 ， 所 以 , 它 选择 了 一 个 新 的 单位 点 . : 
总 之 , (20) 是 一 个 可 道 且 保持 共 线 性 和 交 比 不 变 的 点 变换 ,人 因此 它 属 于 射影 变换 .对 侦 
地 , 存在 一 个 可 逆 且 保持 共 点 和 交 比 不 变 的 直线 变换 。 我 们 现在 证 明 后 一 变换 可 由 (20) 导 


出 ,并 且 实 际 上 与 它 一 致 . 


考虑 直线 w. 玉 101 十 及 2m3 十 及 sms 一 0， 用 矩阵 表 出 是 


V1 : 
LX,, 访 s， mae (22) 


必 3 


(20) 将 = 变 成 直线 w, 它 的 方程 是 


人 vr 
[Xi, Ta, Aaj:phi| ws |= [LX1, X32, X31 os |=0., 


28 


f 
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诱导 的 直射 变换 为 Y[ 碟 4， 瑟 久 性 们 一 [ 癌 1， 琶 王 四 .五 -5 两边 进行 转 轩 ， 变 成 寓 绽 悉 的 
[x Xi z i 
外 -lal 9 
: 这 .4 [As ， 
或 更 简单 地 有 , rz/- ( 怪 ))sp， 它 的 道 为， 
一 2 
例 16.11 射影 变换 
1 8 51 
er 一 2 sx 
2 4 —38 


将 在 线 1 4oi 十 3c3 一 Bws 二 0 恋 到 


: -6 29 19 : | [uy 
7 [4, 3, —8] ‘BPB-1X' ~ [4. 3， 一 吕 ] 9 一 13 2 | 一 [一 87， 67, 107] + 
sg 2 _s 的 | 


03 3 
一 一 3721 十 6725 十 10723 一 == 
因为 我 们 把 它 看 成 图 象 移动 的 变换 ,也 可 以 去 掉 撒 号 87%1— 6722—107wa= 0 


由 《23), 诱导 的 直线 变换 写成 
-6 9 8X 
-| 29 -18 2 | 


xX, 
X2 
人 19 2 一 打 || 和 a 


当然 , 它 得 到 辣 一 条 直线 7. 


(20)，(28) 类 型 的 射影 变换 叫做 直射 变 挨 ， 以 后 我 们 将 考虑 务 一 种 叫做 对 碳 的 对 影 变 


换 。 它 把 点 变 成 直线 ,把 直线 变 成 点 . 

在 习题 16.49 中 ,我 们 要 求 读者 证 明 . 

定理 16.9 若 已 知 一 个 射影 变换 ( 形 为 (20) 的 直 英 变换 ) 的 四 对 对 应 点 GE 中 没有 和 
意 三 点 共 线 ), 则 这 个 射影 变换 被 唯一 确定 . 


11， 直 射 变换 的 标准 形式 
考虑 直射 变换 ; 
pX'— BEX, |E| +0. 0) 

若 吾 = 了 则 变换 将 平面 上 的 每 一 点 和 每 一 直线 都 变 成 自身 ， 此 变换 通称 为 恒 竺 变换 . 
假定 召 # 了, 是 否 存在 平面 上 个 别 的 点 和 直线 在 变换 下 保持 不 变 呢 ? 这 种 点 和 直线 如 果 存 在 


的 话 , 就 称 为 变换 的 二 重点 和 二 重 直线 (或 称 为 自 对 应 的 , 不 变 的 , 固定 的 点 和 直线 )，(20) 


的 二 重点 是 适合 副 '= 六 的 那些 点 ; 所 以 ,它们 满足 
p=EX 


el 一 P e619 C18 V1 
束 (E~—pI)X= bad ， Cap C28 va |=0, 
bel gsa 689— pL% 
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方程 组 
(el 一 P)04 十 ela0a 十 6l808 一 0， 
6al01 十 (6ag 一 D)oa 十 easg3s 一 0， (25) 
Cs121|+ 6sta + (688— 0)T3=0 
有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
244 一 及 C612 018 
pp)=| ea er-p es |=0. (26) 
C81 283 33 一 户 


这 就 是 所 谓 的 矩阵 如 的 特征 方程 , 也 叫做 直射 变换 (20) 的 特征 方程 。 它 或 者 有 三 个 实 根 , 或 
者 有 一 个 实 根 和 一 对 共 思 的 虚 根 ,我 们 所 关心 的 只 是 直射 变换 有 实 特征 根 的 情形 ， 设 ps 是 
它 的 一 个 实 根 ， 则 和 矩阵 召 - psI 是 奇异 的 ， 且 以 ps 代替 (25) 式 中 的 p 所 得 的 方程 组 有 非 零 
解 ,比如 说 有 和 (wv Via, V19)， 它 是 相应 于 特征 根 pt 的 一 个 一 重 反 ， 

在 习题 16.8 中 我 们 将 证 明 ， 

定理 16.10 车 pl， 天 3 ps, 芳和 ; pa 和 3 是 (20) 的 特征 根 和 相应 的 二 重点 ， 则 当 pi* ps 天 
os 时 , 及 1， 辽 ?，X? 不 共 线 . 

对 于 直射 变 斤 (20) 的 每 一 二 重点 了 ,都 存在 一 困 二 重 直线 ， 当 把 上 述 论证 用 请 导 的 让 


射 变换 (28) 时 ,就 可 推 知 它 的 存在 性 , 且 有 : 若 pr 是 (20) 的 特征 根 ， 则 一- 便 是 (28) 的 特征 


根 . 

设 站 :是 (20) 的 二 重点 ， 并 取 它 为 新 坐标 三 角形 的 一 个 顶点 41: (1 0, 0)， 则 因 4 不 
变 , (20) 的 第 一 个 方程 化 为 pm1 一 611v1, 即 61s 一 6e1s 一 0， 于 是 , 当 (20) 的 特征 根 是 不 同 实 根 且 
相应 的 二 重 扣 取 为 坐标 三 角形 的 顶点 时 , (20) 化 为 

(i) po = 06111, Poh 一 Caata, PVs = C38m,: 

实现 这 个 简化 的 变换 是 z 卫 =RY， 这 里 了 的 列 是 互 2 站 2 三。 的 坐标 . 把 这 个 图 象 
国定 坐标 移动 的 变换 应 用 到 (20) 上 去 , 便 得 。 : 

phRY’= ERY., 
popX¥'—R-1ERX. 

相似 矩阵 妨 和 尼 RR 有 相同 的 特征 根 ,所 以 ， 


C11 Pp1; C22 = ps, 3 Ps, 


或 者 回 到 (了 的 记号 : 


于 是 (1) 变 为 
po1= pit1, pL2 = pota, pws = pavs, (27) 
我 们 称 它 为 (20) 的 标准 形 . | 
1 0 -1 
例 16.19 证 明 直 射 变换 i 2 .1 有 不 同 二 重点 ,并 求 其 标准 形 . 
2 2 3 


解 ， 特 征 方程 为 


$lp) = =6—1ip+6p’— ps=0, 
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转 征 根 为 ， pi=1, po 一 2， pa 一 3 当 pp 一 Pi 一 荆 时 ， (25) 变 成 


一 wa=0, 
[+ vy ws™—0, 
0 十 223 十 2rs 一 0， 
其 相应 的 二 重点 为 X', (1， 一 1,， 0). 当 p 一 pa 一 2 时 , (25) 变 成 
一 弛 3 一 0 一 0 
| Xi 十 wa 一 0， 
2x3 十 2 十 Za 一 必 
其 相应 的 二 重点 为 下 ": (2, 一 I， 一 2)， 当 p 一 ps 一 3 时 , (25) 变 成 
-2r7 vs=0, 
| V1™— 0a 十 08 一 0， 
2w1 + 2%9 一 0， 
其 相应 的 二 重点 为 之", (1， 一 1， 一 2). 
二 重 直线 是 = X33,2vs 一 wa 一 0; 太一 全 人 1 轨 十 加 一 0 和 下 一 部 20 十 2zo 十 2 
==0. 


1 2 1] | 0 -2 1 
取 a -1 2 2 0 


0 -2 -2 
“1 0 -Fi 2 1 
1 2 |- - -1 
2 2 310 -2 -2 


-0 -3 I 
pX'= R10RX | 2 .2 ol. 


-2 -2 一 于 
1 0 0 
0 0 3 
标准 形 为 : pzl 一 Zi，pz 一 27a，pos 一 3xzs( 见 习题 16.9)。 
12. 平面 透视 和 平 射 


假设 (20) 的 特征 方程 (36) 有 单 根 py 和 二 重 根 ps, 这 时 按照 (25) 中 ps 代 p 时 所 得 系数 
矩阵 的 秩 是 2 还 是 二 将 出 现 两 种 情况 , 导出 两 种 不 同 的 标准 形 。 在 习题 16.10 中 说 明了 秩 
为 2 的 情 癌 ， 当 秩 为 工时 ,直射 变换 叫做 平面 进 射 ， 我 们 举 下 例 说 明之 。 


2 2 1 
例 16.13 | 3 : 的 标准 形 . 
CT 2 2 
解 ， 特征 方程 为 
2—p 2 1 
gp) 一 | 1 3-p 1 |=(5—p)(1-p)’=0, 
1 2 2—p 


特征 根 是 : p1 一 5， pa= ps 一 工 . 
当 p==p1 一 5 时 , (25) 变 成 


NS 
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一 8 十 2za3 十 va=0, 
| v1™~ 2729t+ wa=0, 
v1 二 209 — 3%3 = 0, 
相应 的 二 重点 是 : 互 : (1, 1, 1). 
当 p 二 ps 一 1 时 , (25) 变 成 : 
十 2xza 十 ws 一 0， 
(i) ant 


wi 十 203 十 ws 一 0， 


1 2 1 : 
een 1 2 :ue =1， 所 以 直线 w1 十 2w3 十 we 一 0 上 每 一 点 都 是 二 重点 ,2 
1 2 1_ 


以 及 不 在 wz 上 的 点 全’ 和 ww' 上 每 一 点 的 连 线 都 是 二 重 直线 ， 但 是 ， 这 些 二 重 直 线 还 有 区 
别 . w 是 二 重点 的 直线 . 

取 至 ”和 直线 > 上 的 两 个 不 同 点 ， 比 如 革 *, (1 0, 1), xs Qa, 一 1 1) 为 新 坐标 三 
角形 的 顶 扣 ( 见 图 16-4)、 则 


1 1 1 
Ek 0 | 
1 -1 1 
“5 0 0 
sr RBA-| 0 1 x 
0 0 1 
所 求 的 标准 形 是 ， 


~ 


XI ,1, 1) 


~ 
16-4 
所 以 平面 透射 是 一 个 非 恒 等 直射 变换 ， 它 有 一 条 全 部 由 二 重点 组 成 的 二 重 直线 和 一 
个 二 重 扣 上 (不 在 上 ) 上 的 二 重 线束 ， 直 线 和 电 做 透射 轴 ， 点 区 则 造 射 中心 ， 将 
假设 (20) 的 特征 方程 (26) 有 三 重 根 cl， 按照 (25) 中 pi 代 p 时 系数 矩阵 的 秩 是 2 还 是 
1, 也 将 出 现 两 种 情况 .在 习题 16.11 中 说 明了 秩 是 2 的 情况 ， 当 秩 是 工时 ， 直射 叫做 平 者 
我 们 举 下 例 说 明之 ， 
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2 2 8 
例 16.14 求 直射 ex-|-: -8 -ma 


1 2 4 
解 。 特征 方程 为 
2—p 2 3 
bp)=| -2 -8-p -6|=(1-—p)"=0 
1 2 4—p 


特征 根 是 pi 一 pa 一 ps 一 工 . 
当 p=pi= 工 时 , (25) 变 成 


ZX1 十 20s 十 38zs 一 0， 
- 2x1 一 4xa 一 6zs =0, 


v1 二 2w3 二 3%s = 二 0, ， 
秩 为 了 一 1{1。 于 是 存在 二 重点 的 直线 w : wa 十 2zs 十 3zs 一 0. 从 诱导 的 直射 变换 


092 -1 
D2 一 | 一 2 5 一 2 
-3 6 -2_ 


或 由 习题 16. 9 的 注 可 以 发 现 , 存在 X', (1, 一 2 1) 上 的 二 重 直 级 训 ， 


X00,1) 


XxX::(9,1,0) 2 21 十 22 十 3rem0 -... 


图 16-5 


取 点 下 和 入 上 任 一 点 ,比如 互 : (2,， 一 1, 0)， 以 及 平面 上 任 一 点， 比如 3, (0, 0, 1)， 
使 得 耶 !， 祁 "， 了 不 共 线 , 以 卫 !， 了 *"， 革 ?为 新 坐标 三 角形 的 顶点, 则 


-1 2 0- -i -2 07 
R=-| -2 -1 0| R15 2 1 0 


po 一 0 十 380ws，po2 ~= Ws, pT3 = Wa. 
所 以 , 平 射 是 一 个 非 恒 等 直射 , 它 有 一 条 二 重点 直线 从 称 为 抽 ) 和 局 (在 k 上 ) 上 的 :二 重 直 
线束 , 五 叫做 它 的 中 心 。 
13. 对 射 
方程 


其 标准 形 为 


半 
§16.1 基本 内 容 i151 


, C= [Ou] Gi=1, 2, 3),1C| #0 (28) 


Ta 


确定 在 平面 上 的 瓜 互 = (wi，%a，z8) 和 直线 mw [下 !， 玉 ， 卫 8] 之 闻 的 一 一 对 应 ， 这 个 对 应 
称 为 对 射 。 我 们 可 以 把 (28) 看 作 是 将 射影 平面 上 的 点 了 奖 到 这 个 守 面 上 的 直线 < 的 一 个 
变换 ,这 个 变换 的 逆 变 换 为 

1 
Xs 
_ 全 3_ 


-pi 一 


6 Va 一 人 s (29) 


记 将 z 变 回 至 . 

设 卫 ; (y), Q@: (z) 是 两 个 不 同 点 ,在 (28) 下 ,它们 的 对 应 元 素 各 自 记 为 p; [Y]，y; [2]. 
容易 推 得 直线 PQ 上 的 另 一 点 BR. (y 十 Xe) 的 对 应 元 素 7: [了 十 和 2], 它 是 pg 上 的 另 一 直 
线 . 所 以 对 射 (28) 将 点 上 的 直线 s 变 到 直线 上 的 点 SC 请 读者 验证 ; 在 (28) 下 , 交 比 也 是 不 变 
的 , 从 而 对 射 是 一 个 射影 变换 )、 一 般 地 , 点 S 和 直线 s 并 不 是 互 祖 对 应 的 (见习 题 16.54)， 
所 以 , 写 直 线 相 类 似 , 对 射 (28) 也 可 以 诱导 出 另 一 个 一 般 说 来 不 同 于 (28) 的 变换 (对 射 ), 这 
个 变换 将 平面 上 的 直线 变 到 平面 上 的 点 . 

为 了 寻找 诱导 的 对 射 的 方程 ,假设 此 对 射 将 直线 { 开 中 =0 变 到 点 {Xo 一 0 (这 里 带 
撤 表 示 轿 定 坐 标 )， 在 (28) 下 , { 芝 '%} =0 变 成 


wi | 入: 
[Xi1, 首 2， 太 61*| za | 一 [位 2 cake | 


_J8_ _ 信 5_ 
[x 1- 
取 转 置 ， [za，2zs， | [Xi a, Xs] (CT X: (=0, 
.4 _X;_ 
1 X11 
我 们 得 到 0 z2 [=(C™)" |), 
_03 _ _ 到 3_ 
或 者 省 略 撤 号 
-wp pd 
dl za |=(C™ 7)Y Xs (80) 
_a _ _ 六 
这 就 是 诱导 的 变换 。， 它 的 道 变换 是 ， 
~- -oo 
可 3 |= CC”| wa | (31) 
_ _Vs_ 


阁 对 墓 (28) 的 矩阵 C 为 对 称 矩 阵 , 则 称 它 是 家 对 射 或 配 家 变 搁 , 

由 于 配 极 变换 (29) 和 (830) 是 一 致 的 ， 所 以 配 极 变换 不 仅 把 点 了 变 到 直线 p, 而 且 也 把 
P 上 线束 中 的 直线 & 变 到 pp 上 点 列 中 的 点 了， 

配 极 变换 ， 
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Xi | wi 0 本 有 1 
pp 及 9 一 C Wa |, OO| Ya |= C- 在 3 (82) 
_ 丰 8 _Ws_ Vs _ .4 


(这 里 ,C= [04], 0; 一 On,，|C|*0) 的 重要 性 在 于 : 尽管 点 了 一 般 不 在 它 的 对 应 元 素 上 , 然 
而 ,在 它们 的 对 应 元 素 上 的 一 切 点 卫 的 轨迹 是 一 条 二 次 曲线 , 称 为 点 素 二 次 曲线 .换言之 ， 
每 一 点 到 直线 的 配 极 变换 确定 一 条 点 素 二 次 曲线 。 对偶 地 , 每 一 直线 到 点 的 配 极 变换 确定 
一 条 线 素 二 次 曲线 (例题 见习 题 16 .12). 

在 下 一 章 ,我 们 将 更 详细 地 研究 二 次 曲线 .在 那里 ,我 们 将 继续 沿用 在 第 八 章 中 引入 的 
二 次 曲线 的 定义 . 


$16.2 问题 及 其 解 


16.1 证 明 ， 直线 o 上 任意 四 点 的 交 比 与 此 直线 上 建立 的 坐标 系 无 关 . 
证 明 : 给 定 四 个 点 了 了, @,，BR, 8S, 假设 对 于 o。 上 由 4. (@)，B: (0)，O: (a-+5) 组 成 的 坐标 
系 ,有 p, Q: q, RR.7， 8, s; 对 于 0o 上 由 4 B', 0' 组 成 的 另 一 坐标 系 , 有 P; p', @; EA BRB. 
Rs 县 对 于 第 一 个 坐标 系 有 A4.w,B'.%, 则 有 i 


了 (pe+5) 
和 P. 人 (ua tb) + (ve+b)) = -人 (3 a+3). 
因而 | : p= ty . 
a 和 
we 0 
= (p’, 9;7, 8). 


” ”16.2 证明， 老 两 射影 点 列 的 三 对 对 应 点 的 连 线 共 点 , 则 这 两 射影 点 列 量 透视 的 . 
证 明 ， 设 PP »， P. Vo Q. gq, Q. 9 A. 7， RR. vd 是 三 对 对 应 点 ， 它们 的 连 线 o=PP’, b= 
QQ', 0 一 BR' 在 点 0 上、 设 5S. s; S',s 是 射影 的 男 一 对 对 应 点 ， 令 0S=4d, .08S' 一 
因为 (g&, b;6, OD)=(p, gr7, =(p, yr, 8) = (a, ;60, 0), 
所 以 ， G 一 0 
所 以 和 和 8 通过 0 成 透视 . 
16.3 求 把 点 二 3，co 分 别 变 到 点 5, 4 oo 的 射影 方程 ， 
解 ， 所 求 方程 具有 形式 


/ 一 CC 十 0 
cw " 


宙 
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当 w= 吕 时 , vw' ~ 地 一 00, 所 以 c=0. 


方程 可 化 为 dr’'—ar—b=0. 
把 %=1, w=6; 2% 一 8, 2 一 和 分 别 代入 方程 ,得 
Bg-g-b=0 和 4 和.34-)=0. 
两 式 相 减 ,得 Cg 十 2 =:0; 
取 g= 一 2, 得 w=1 b=Bd 一 a= 一 11, 
所 求 方程 为 ”z' 一 卫 二 


16.4 证 明 , 双 曲 型 射影 的 两 个 二 重点 和 一 对 对 应 点 的 交 比 玉 与 这 对 对 应 点 的 选择 无 


关 . 
证 明 ， 考 虑 双 曲 型 射影 


> oz+g， (3) 
它 的 二 重点 是 M; 01 
和 N. Vwa 一 
其 中 =~ (Gd 一 @)’+406 . 
设 P.p 和 了 :zp/ 是 一 对 对 应 点 , 则 
K=(M, N;P, P’)= (v1, vo; 2，20) 


Wi1—D ,Va—D _ PP 一 210 — Tap + VINa 
mp vp Pp— vp Lp +mva 


由 (3) 式 可 得 pp' = t+, 
又 因为 mt 一 一 二 ， 
Gp-dp + ,od0+0 xd- 2 
i 下 6 了 2 PP 9e C 
所 ~ ap-dp+o a-dtb ao-d-0_b 
6 2c6 2 Do C 


(Pp—p ) (Gtadt0) _ gt+a1+0 
(p~p)(ata—0) wta-0. 


显然 , 的 值 只 与 (3) 式 中 的 参数 a, 8, c, 4 有 关 , 而 与 用 深 求 得 攻 值 的 对 应 点 对 了 ,了 无 
关 . 
16.5 推出 抛物 型 射影 的 标准 型 : 


2 =£+p, 一 之 (o 一 0)， 


1 1 _e 
Ep pp tp, PD oa (ce 0). 
解 ， 若 c=0, 则 Bb*0, go=d. 射影 方程 为 必 一 5 十 二 
或 2 tp, DPD= 2 
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若 oz0, 则 (一)*+40e 一 0, 二 重点 为 由 一 -2 因而 4 一 d 2cm:。 因 为 (4 一 0)*" 
--4bc 所 以 , 5 二 一 owY， 所 以 


;av+b avr—ort 


COX 二 do 十 6 一 2c21“ 


va 十 7 二 2 一 2 一 一 十 员 一 0， 
(oo) (0 2) v0) (oo) =0, 


一 几 1 


DY 
(2 — 21) (1 ~ 1) wi— a 
ce 
1 1 —1 
和 VV a 一人 
© 
、 1 1 一 C 
由 如 所 求 ， 六 二 六 “sotY, Pa 


16.6 证 明 , 一 条 直线 到 自身 上 的 射影 变换 mw 一 22 二 > 是 一 个 对 合 的 充 要 条 件 为 
ata=0, : 
证 明 ， 假 定 “ 是 一 个 把 Pp 变 为 Pr( 已 六 忆 ) 的 对 合 , 则 rs ge 把 P 变 加 
到 P, 于 是 有 


oa- 和 cpp' 一 2 +dp-b=0. 
两 式 相 减 得 (gtd)(p—p) =0. 
因为 PP, 所 以 p' 一 p 天 0; 于 是 4+a=0. 
反之 ,假定 4+4 一 0 则 a 留 给 读者 证 明 ，w™ 是 恒 等 变换 , 因而 7 是 二 个 
对 合 . 
16.7 证 明 . 恋 换 pX'~BX, |B| 0 保持 共 线 性 . 
证 明 ， 设 (y)，(z),(y 十 和 2) 是 不 同 的 共 线 点 ， 在 这 个 变换 下 ,它们 分 别 变 为 EY， EZ 


和 
yt he | Ty | 
E!| yt ha | El ys | 十) 至 | % |= EY -+B2, 
_gs 十 和 cs -gas_ 23 


显然 , 它们 是 共 线 点 . 
16.8 证 明 . 若 ps，, 苹 ; pa， 五 s pa 与 s 是 p 卫 '=BX 的 特征 根 和 相应 的 二 重点 ， 则 当 
pi 关 p 关 pg 肘 , 到 1 下 ss， 下 8 不 共 线 ， 
证 明 ， 假设 pi 天 ps 天 ps 而 下 1 三 s， 和 8 共 线 , 则 存在 不 全 为 0 的 常数 xi，oa，as, 使 得 ， 
(i) al 上 1 十 as 及 3 十 as 屋 3 一 0 
忆 式 的 左边 匀 以 吾 , 并 利用 X=p: 革 ,(%=1，2，,3) 得 ， 
(ii) ouBXi-toBEXs toB Epit ps st eps Ts =0. ! 
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(二) 式 左边 乘 以 如 ,得 : 
(iii) opi1+ Gap2 苹 s+ csp3 写 a= 0. 
把 G), (这 ), (iii) 式 写成 矩阵 形式 
1 1 1i[oX,: Qi 
(iv) pi pa ps [| oo {=B| oaX, |=0. 
pi pz p3_| 1_ ca 人 Ts. _ oa 有 8 _ 
其 中 ] Bj = (pi 一 pa) (pa 一 ps) (pa 一 pD 关 0, 所 以 吾 存在 . (iv) 式 边 乘 以 好 得， 
C11 “aXi | FoxX: 
B11B| oo 成 | 一 六 | oR, |=| mss |=0. 
_ os 入 8 _ _ aa 有 8 | | mas. 
因此 oz 一 os 一 as 一 0, 与 假设 巴 盾 .所 以 X11 入 ，， Xs 不 共 线 . 
16.9 研究 例题 16.12 中 的 瓜 变 换 
"1 0 -1 
pX'=EX=| 1 2 1 IX 
_2 2 3_ 
诱导 的 直线 变换 的 二 重 元 素 . 
“2/8 -1i/3 1/3 
解 ， 由 五 :+=| 一 1/6 5/6 一 1/3 1, 诱导 的 直线 变换 是 
_—1/8 _—1/38 1/8_ 1 
2/8 -1/6 一 /8 
vw = (Ew=| —1/8 5/6 -ap 
11/8 一 /8 1/8_ 
对 于 (25) 式 , 有 方程 组 
(2/8—0)X1 一 1/6X， —1/3X,=0, 
(i) | —1/3X1+ (5/6—0o)X， —1/8X,=0, 
1/8X1 —1/8Xs+ (1/8—oa)Xs=0, 
它 有 非 平凡 解 的 充 要 条 件 是 
2_r 1 _ 工 
3 6 3 
(0)=| -~ 计 久 -eo -二 |-0 
1 1 1] 
-8 3 3 


(0) -0 的 根 是 至 的 特征 方程 %(p) 0 的 根 的 倒数 01=1，0s 一 于 ，0s 一 去 ， 
一 2 五 1 一 且 ， 一 2 玉 gs 一 0， 
当 o 一 04=1 时, 人) 式 变 为 | 一 2X1 一 Zs 一 2 卫 一 0 相应 的 二 重 直线 为 [0, 2, 一 二 
站, 一 站 ,一 2 碟 。 一 0 
或 zl 27o 一 0 一 0. 
类 似 地 , 当 o=os=1/2, oc 一 0s=1/8 时 ,二 重 直 线 各 为 ，2: wi 十 za 一 0 和 全 :20 十 22s 


mm pp pr rt a i . 
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十 2 一 0 
注 ， 由 p=EX(p 和子 是 如 的 特征 根 和 相应 的 二 重点 ) 可 得 XB-17, 反之 本 


然 ， 所 以 了 了 是 召 -! 的 相应 的 二 重点 的 充 要 条 件 是 区 是 至 的 相应 的 一 重点 。 对 侦 地 , z 
是 (B87)-! 相 应 的 二 重 直线 的 充 要 条 件 是 ; % 是 B? 的 相应 的 二 重 直线 ， 因为 BF 的 特征 根 
就 是 召 的 特征 根 ， 所 以 上 述 二 重 直 线 可 以 根据 召 的 特征 根 从 (B" 一 p 了 有)w 一 0 更 容易 地 求 
得 ， 例如 ,根据 特征 根 p= ps 一 3, 从 
1-p 1 2 Ti 蔗 , 
0 2-p 2 ,| 


请 一 荆 1 8—p_ .| 
求 得 ” : [2, 2, 可 ,这 和 前 面 的 结果 一 致 . 


(B'—pl)%= 


2 1 —1 
16.10 求 pX’=| 0 2 3 的 标准 形 . 
-一 8 一 2 83_ 
解 。 特征 方程 是 
2—p 1 一 工 
$lp)=| 0 2-p 4 -na 
_—8 -2 8—p 
特征 根 是 p1 =5, ps= ps=1. 
当 p=p1 一 了 b 时 , (25) 式 变 为 
一 321 十 必 5 一 ba 一 0， 
| —8%s— ws=0, 


一 3z1 一 2z3 一 2xzs 一 0， 
相应 的 二 重点 : 于 ?. (一 4,， 一 83, 9). 
当 p==ps 一 1 时 , (25) 式 变 为 秩 7=2 的 方程 组 
2 十 0a 一 ws=0, 
| Za 一 vs=—0, 
一 301 一 20o 十 20g =0, 
秩 7?=2.， 相 应 的 二 重点 是 X?. (0, 1, 1). 
这 信 变 换 有 两 个 二 重点 卫 : 和 了?( 卫 ?计算 两 次 )， 对 偶 地 ， 有 两 条 二 重 直 线 一 一 
ii 一 230 一 oo 十 za 一 0 和 ooi 十 za 一 ws 一 0 一 一 后 者 与 利用 诱导 的 直线 变换 


3 6 2 0 —3 
ov =| 一 1 3 1lz 或 从 ovo=EBiw=| 1 2 一 2 jw 
192 4 -1 -1 8 


求 得 的 一 致 . 
取 天’,，X” 和 上 的 任意 其 它 点 ,比如 说 及 3，(1， 一 2， 一 了) 为 新 坐标 三 角形 的 顶点 ， 


-4 0 I -1 -1 1 
R-| -3 1 -2 ， 楷 :一 - 21 三 于 | 
91 -1 12 -4 4 


则 
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所 以 标准 形 为 
poi = 6%, pI = Ta— Va, PL3 = 08。 
0 1 0- 
16.11 sor-|。 0 I | 的 标准 形 . 
1 -8 8 
解 ， 特 征 方程 是 加 
“一 6 1 0 
pp)=| 0 一 pp 1 -oo 
1 -3 3-—p 


特征 根 是 pi = ps= ps 一 1. 
当 p= 二 pi 一 1 时, (25) 式 变 为 
一 V1 2a -0, 
| 一 ws zg=0, 
2 一 8 十 203 一 0， 
其 秩 7=2, 相应 的 二 重点 是 了! (1, 1, 1). z 
于 是 有 了 唯一 一 个 二 重点 (计算 三 次 ) 和 唯一 一 条 二 重 直线 , 2?, m4 一 2 十 zs 一 0 (计算 三 
次 ); 因为 及 :在 z3 上 ， 取 革 ! 和 上 另 一 点 定 *: (2, 1 0) 以 及 不 在 上 的 第 三 点 泣 
(0, 0, 1) 作 为 新 坐标 三 角形 的 顶点 , 则 


-1 2 0- -1 2 0- 
R=|1 10|,R:~ 1 -1 0| 
101. 1 -2 1 


所 以 标准 形 为 
pof 一 2 一 0a 十 2xa，pz2 一 0a 一 08，p03 一 0a。 


16.12 推出 由 配 极 变换 


;1 i 1 1 
p XX,. |=C| za 及 其 道 ol we |=C | 六 ， 
A _wa _ _Ts _ 和 8_ 


所 确定 的 (a) 点 素 二 次 曲线 和 (b) 线 素 二 次 曲线 的 方程 
: 解 。 (a) 点 素 二 次 曲线 


配 履 变换 把 点 (zi，za，za) 变 到 直线 [已 :， 互 。， Xe, 因为 我 们 要 求 这 个 点 在 这 条 直线 
上 , 改 必 有 


有 下 1%1 十 玉 w3 十 全 gts 一 0， : 
现在 , 在 配 极 变换 下 ， 


1 oa | . 
[ws, 化 9， ze] “| 玉 。 | 王 0 变 为 [za， 乞 2， we 0. wa | 一 0， 
X。 : ”| 
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“C1 C19 O18 | wi C11d1 + C19%2 二 018%s 
[21, ma, ts)| 019 C629 O28 | wa |= [ws, v2, v8)]| cixi 十 Caa0a + Coag%s 
_C18 Cag Css _|_ Ys _ G18T1 十 C9373 CaaTs 


= C11%3 十 caa22 + C38%3 + 2012%103 
十 2cla0108 十 20380a0g 一 0. 
这 就 是 配 极 变换 所 确定 的 点 素 二 次 曲线 的 方程 ， 
(b) 线 素 二 次 曲线 


配 极 变换 的 逆 把 直线 [了 1， 耶 ，,， 攻 3] 变 为 点 (wi, za za)。 因 为 这 条 直线 在 这 点 上 , 必 
有 太 424 十 入 0 十 下 3808 一 0. 


在 配 极 变换 的 逆 变 换 下 ， 
0 大 1 
[ 环 1， 下 3， 及 “|- 变 为 [六 1, 天 2 rel 一 0， 
0 代 s_ 
这 就 是 线 素 二 次 曲线 的 方程 ， 
注意 : 一 条 给 定 的 点 素 二 次 曲线 
. 1 V1 
[el 22, wsJC| za |=0 
_V8 . | 
的 直线 方程 是 
- 久 ,- 
[1,， Xs, me nl 
_2Xs 
而 一 条 给 定 的 线 素 二 次 曲线 
-下 
[2 站 9， XC | 
_ 具 3 
的 反方 程 是 
-一 
[21, za, za] 一 | za | 一 0， 
_%g 


316.3 补 充 题 
16.18 确定 下 列 变换 的 方程 . 
(a) 把 0, 1, 2 分 别 变 为 0, 4 3 
(b) 把 0, 1, 2 分 别 变 为 2, 1,，3; 
(ce) 把 0, 2, 5 分 别 变 为 9, 1, 4; 
(d) 把 0, 1，eo 分 别 变 为 1 oo 0 
(e) 把 2, 3, 4 分 别 变 为 2 3, 5 


La mr- 


$16.3 补充 题 
(f) 把 二 2，ce 分 别 变 为 -1 一 所 3 
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名 127 W178 
答案 (a) z a (pb) 2 一 
-9 1 
CE 1 (d) » = ? 
(e) 2 一 本 


一 w 和 十 6? (f) 2 一 和 。 
16.14 求 习 题 16.13 中 各 变换 的 实 二 重点 , 并 证 明 : (a)，(b)，(e)，(f) 是 双 曲 型 ; (6) 
是 抛物 型 ;(d) 是 椭圆 型 , 


16.15 习题 16.18(e) 中 的 变换 有 二 重点 履 :2 和 六 :3, 并 且 把 了 :4 变换 为 PP:5。 求 
和 人 两 各 基诺 点 多 Qi; 忌 , 豆 并 证 明 . 


(M N;P, P)=(M, NiQ Q)=(M, N, BR, BR"). 
16.16 求 习题 16.18 中 的 双 昌 型 和 扫 物 型 射影 的 标准 形 
答案 ， (a) . 


vw 2 一 2 3 w—2 
ri (0) 3 4 wo-8 
5 6 
2 一 芋 人 一 荆 2 一 3 二 2、/ 2 z 一 8 十 2V2 
(b) 8 《和 2 -3-2/2 ww-83_-2V2° 
3 3 
1 1 1 
(9) lt 
2 一 3 wx—3 2 


16.17 已 知 射影 变换 r: = -生计 5， 求 它 的 道 变换 并 验证 r'r-+=~r + 是 恒 等 变 
换 

16.18 写 出 习题 16.18 中 每 个 变换 的 着 变换 
部 分 答案 ; (a) 光一 


2 42 一 8 
52 一 12 ? (b) » 8 一 了 3 
3z —1 


16.19 ”已 知 射影 变换 ra 2 一 2 二 za 一 9+ 
(b) zi"7a 是 射影 变换 ; (0) 一 般 地 54's 天 Tae 


二 万， 证 明 ，(a) ra"71 是 射影 变换 
提示 ， 对 于 (a)， 写 出 T1: w= et Ta; 0 一 gw tf ), 求 7a， T1: 光 0 一 -2 二 人， 记 住 它 
的 射影 变换 的 充 要 条 件 是 4d 一 6'c' 关 0. 
16.20 对 于 习题 16.19 中 的 zo7i 


证 明 wd’ 一 0’,0'== (wd 一 bce) (eh — fg). 

16.21 假定 zk 和 Ya 是 有 相同 二 重点 必 ，V 且 特 征 不 变量 分 别 为 及， 下 ,的 双 曲 型 
身影 ,利用 标准 型 证 明 ; ra*rz 是 双 曲 型 的 , 它 的 二 重点 是 履 , 入 ,特征 不 变量 是 Ka: Kj. 
而 ri"7s 一 TavZ1. 


因 
16.2% 考察 有 相同 的 二 重点 MM 县 参数 分 别 为 和 za 的 两 个 抛物 型 射影 mm 和 加 的 
乘积 . 


答案 ; owt) 1 0 


ep rr ao -aa 
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16.234 假定 一 个 对 合 的 两 对 互 道 点 由 二 次 方程 (i) ww? 二 bw 十 61 一 0 和 Gi) waw? -上 -bg 
十 oo= 0 的 根 给 出 ，G) 的 根 记 为 wa, 双 ， 那 么 四 "中 一 生 ，m 二 中 = 一 -中 。 证明 对 合 的 方 


ww wir 1 
程 为 | ca —01 一 0. 
Oa 一 Da oo 


16.25 求 由 2 一 x 一 1=0 入 十 8x 十 2=0 给 出 的 互 逆 对 所 确定 的 对 合 方程 

答案 ，Y7oz 十 5(c 十 20 十 1 一 0. 

16.26 若 习 题 16.24 的 二 次 方程 有 一 公共 根 , 将 会 怎样 ? 

16.27 确定 其 二 重点 为 1， 一 2 的 对 合 . z 

答案 ， 222w' 十 (2 二 2) 一 4 一 0. 

16.28 证 明定 理 16.6. 

提示 : 证 明 由 五 (wj, wo; ww') 可 推 得 2xa 一 te (e+) + amma—0, 

16.29 已 知 一 条 直线 上 的 两 对 点 p，pg，g, 证 角 在 这 两 条 直线 上 存在 唯一 一 对 点 
my 22, 分 别 调和 分 隔 这 两 对 点 . 


16. 30 已 知 一 条 直线 上 的 两 对 点 : 8, 18; 一 4 -总 , 找 出 习题 16 29 所 指明 的 那 对 点 . 


16.31 利用 习题 16.24 证 明 . 在 由 gi: 二 00 和 Gat 十 boz 十 oo 一 0 确定 
的 对 合 中 ,任何 别 的 互 逆 对 由 qi 十 %qs 给 出 (% 取 某 一 数值 ). 

16.32 利用 图 16-3 证 明 笛 沙 格 双 三 角形 定理 . 

16.38 根据 例 16.8(b) 中 选择 的 坐标 系 ,证 明 巴 普 斯 定理 . 

16.34 在 图 3-1(c) 中 , 取 4; (1, 0, 0)，B: (0, 1, 0), 0, (0, 0, 1), P. (1, 1, 1), 求 
Q, R, 8 的 相对 坐标 和 完全 四 点 形 各 边 的 方程 。 : | 

16.85 证 明 ， 若 三 个 不 同 的 共 线 点 分 别 在 一 个 完全 四 线形 的 对 角 三 角形 的 三 条 边 上 ， 
则 它们 关于 四 线形 顶点 的 调和 共 轿 点 共 线 . 

提示 ， 利 用 图 8-1(5), 取 a: [1, 0, 0], 5b; [0, 1, 0], ce [0, 0, 1], P. [1, 1, 1]. 

16.36 已 知 一 个 三 角形 4BO 和 两 点 4',，B', 找 出 点 0, 使 得 44'，BO'，B'O 共 点 和 


AO', BB', 04' 共 点 ; (a) 证 明 ; 4B’ BA’, OO/ 也 共 点 ; (b) 保证 4B',，BO', 04’ 共 点 的 附 


加 条 件 是 什么 ? 

提示 : 在 图 16-3 中 ,对 调 0' 和 B', 使 得 44'， BO,, OB" 共 点 于 P， 只 要 wbe1， 则 
AO',， BB', 04’' 也 共 点 . 

答案 ，(b) w=6. 

16.37 P, & 是 定 直 线 上 的 不 同 点 ,4 B 是 不 在 + 上 的 不 同 点 设 B=AP， BQ, 8 
一 4Q.BP. 证 明 ; 了 一 4B. RS 是 定点 , 即 了 与 ,9 的 选择 无 关 ， 

提示 ; 取 7; viva 一 0, P; (1, 1, a@), Q: (1, 1 5), 4. (1, 0, 0), B. (0, 1. 0). 

16.838 叙述 并 证 明 习 题 16.37 的 对 偶 . 

16.39 证 明 . 若 于 是 四 点 形 PQRS 的 边 PR 上 任 一 点 ， 六 是 边 gS 上 任 一 点 ， 则 了 = 
QX.PY, U=SX.RY, B~PS.QR 共 线 . : 

16.40 (a) 证 明 ; 点 P; (4) 关于 举 标 三 角形 的 极 线 方程 是 


a 村 
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2， 血 十 和 十 和 -0 
wi (2 Cg 


(b) 证 明 : 点 P; (@) 关于 坐标 三 角形 每 两 边 的 极 线 构成 另 一 个 三 角形 . 

(e) 证 明 ; (b) 中 的 两 个 三 角形 通过 了 和 p 成 透视 . 

16. 氏 证明 习题 4.2 及 注 中 的 定理 . 

提示 ， 取 4BO 为 举 标 三 角形 ,在 直线 eol 十 jza 十 oms=0 上 取 4',B', 0'. 

16. 钱 ” 若 在 不 同 直 线 上 有 互 (A, B;O, D) 和 H(A4', B';O0', 六 ), 则 44 BB', O00’, 
共 点 . 

16. 得 ”证 明 ， 形 如 (20) 式 的 射影 变换 由 给 定 的 四 对 对 应 点 (无 任何 三 点 共 线 ) 唯 一 确 
定 . : : 

提示 因为 方程 (20) 可 以 用 es 中 任何 一 个 去 除 , 所 以 方程 具有 8 个 基本 常数 ， 我 们 可 

以 取 任 一 点 的 坐标 为 1, 所 以 把 一 点 4 变 为 它 的 对 应 点 4 就 给 出 了 (20) 式 中 8 个 基本 常数 
的 两 个 独立 关系 ， 当 然 ,也 可 能 出 现 这 样 的 情况 ,给 定 的 点 对 使 得 上 面 选择 的 ey 为 0， 从 而 
引出 矛盾 , 这 时 必须 另 选 ey 重新 开始 (为 什么 我 们 能 肯定 有 解 ?). 

16. 例 ” 取 绝 对 坐标 Bi: (1, 1, 2),，B,: (3, —2, 4), Bs, (5, 83， 一 3); Bs: (9, 2, 3), 写 
出 变换 (16) 和 (17) 的 方程 ， 把 这 些 方程 和 例 16.7 中 的 方程 联合 起 来 ,得 到 


| i109 -28 14[w- wp 
7 | 号 Vs (19) 
wa _ wa z 


一 并 65 一 82 
wi | [140 52 16]w™ ol : ， 
wa | 一 830 258 144 2 I=D| 2 |. (20) 
Vs 5 19 112 | ws _03 


_ —3 —10 144 za 
验证 C 的 列 是 举 标 三 角形 A414s4s 关于 坐标 系 B,，B。，Bs; Bs 的 耸 标 ， 
16.45 求 把 例 16.7 中 的 41,，4s,43; 44 分 别 变 为 习题 16.43 中 的 BL，Bs，Bs; Bs 的 射 
影 变换 . 证明 完全 四 点 形 414。4s44 的 对 边 点 变 为 BiBaBsBs 的 对 边 点 (不 经 过 计算 ). 


243 -42 2 
答案 ， p' 一 | -61 134 11|X. 


167 一 88 1838 


16.46 对 于 变换 . 
24 1 3 5 人 z: 
EE 
wa 3 28 ws 
证 明 ， 
(a) 它 是 奇异 的 , 即 [C] 一 0; 
(b) 点 了: (一 2, 一 1, 1) 没有 像 , 即 变 为 (0, 0, 0); 
(ce) 平面 上 其 它 的 每 一 点 都 变 为 直线 7 : 2 十 za 一 2 一 0 上 的 一 点 ; 
(d) 直线 1 习 一 和 十 zs 一 0 上 的 点 (除去 已) 变 为 上 的 点 (4 1, 司 ; 
(e) 平面 上 其 它 直线 都 变 为 直线 二 . z 
16.47 证 明 变换 p 子 ' 一 忆 了 X,， |B| 关 0 保持 交 比 不 变 ， 


一 人 


192 第 十 六 章 “坐标 系 和 射影 变换 
16.48 求 下 列 直 射 的 二 重 元 素 和 标准 形 . 


11-2| | ~ 6 6 -2| 
(a) or -1 9 := (c) 2 -1 1|X; 

| 01 -1 : -1 -2 8 

i 0011- 2 2 3 
(b) pX’'~| -1 2 i (d) ee- -8 一 5 |X; 

-22 38 1 2 4 


~ rr-221 
(e) sr 7 2 |. 
5924 


答案 ，(a) 二 重点 : (8, 2, 1), (1, 8, 1), (1, 0, 1). 
标准 形 : 


1.0 0 
pZ'= 02 olx. 
0 0 一 工 


二 重 直 线 . 21 一 %2 一 Xs 一 0， pi1— je=0, 201 十 203 一 7TZs 一 0。 
(b) 二 重点 : m1 一 zg 一 ws 一 0 上 的 全 体 点 ; (1, 1，2). 
二 重 直线 ; (1 1 2) 上 的 全 体 直 线 ; ci 一 za 十 za 一 0. 
标准 形 ， z 


8 0 0 
pR'~=| 0 1 0 |X. 


(¢) 二 重点 : (2, 一 工 0)， (1, 一 工 一 也. 
二 重 直 线 . ci 十 2z3 一 0，zi 十 223 一 0s 一 0. 


标准 形 ， 
20 0 
cz 3 : 
z 00 3 


1 2 2 
‘01 11xX, 


: 00 1 
(e) 二 重点 ; 5zi 一 2za 一 za 一 0 上 的 全 体 点 . 
二 重 直 线 : (1, 2, 1) 上 的 全 体 直 线 ， 

标准 形 ， : 


(d) 二 重点 : (1, 一 2， 1) 加 
二 重 直 线 . 21 一 za 一 0. 
标准 形 ， 


-0 一 


$16.3 补 充 是 | 183 


16.49 求 下 列 直射 ， 

(a) 4, (1, 0, 0) 变 为 P. (一 1, 1, 1)，B, (0, 1, 0) 变 为 Q. (1, -1,.1), 0. (0, 0, 1) 
变 为 R. (1, I， 一 1), D. (1, 1 1) 变 为 5. (1, 2, 3). 

(b) 4 变 为 ZT. (一 8, 1, 1), B 变 为 0, (1 -2, 1), 0 变 为 ,DD 不 变 . 

(ce) 4 变 为 了 P, B 变 为 Q, 0 变 为 BR, DD 不 变 ， 

(d) 4 变 为 B,，P 了 变 为 Q@,， 了 了; (1, 0， 一 1) 变 为 GQ. (0, 1, 一 1), 也. 0 一 1, 0) 不 变 . 

(e) B 变 为 P, G 变 为 8, 卫 变 为 五 (2, 0， 了), BR 不 变 . 


一 5 4 8 一 9 4 6 
答案 ， (a) | 5 一 4 sr (b) pF’=| 3 一 8 站 
5 4 -8 8 4 -6 
一 工 1 1 0 1 0 
Ce) | 1 -1 TI (d) 1 0 上 
1 1 -1 o001 
“83 -10 
(e) pF’=| 1 工 x 
一 工 1 2 


16.50 在 习题 16.49(b) 一 (e) 中 ,有 两 个 二 = 负 形 通过 不 变 点 成 透视 (例如 ; 在 (d) 中 ,三 
角形 4PF 和 三 角形 BQG 通过 如 成 透视 )。 这 种 直射 成 透视 直射 .证明 ， 二 重 元 素 由 在 二 
重 ( 不 变 ) 点 上 的 二 直线 束 和 方程 为 : (b) 3zi 十 4xza 十 6xzs 一 0, (06) oOi 十 za 十 op 一 0, (d) 21 一 2 一 
0，(e) 一 %9 一 0 的 一 条 二 重点 组 成 ， 验 证 每 条 二 重点 的 直线 是 相应 透视 三 角形 的 轴 - 

16.51 在 习题 16.49(\pb)~(《d) 中 , 验证 : 不 变 点 不 在 二 重点 的 直线 上 ， 即 这 种 直射 是 
透视 . / 
在 (b) 中 ;在 透视 轴 上 任 取 两 个 不 同 点 也 , 万， 在 二 重 直线 p 一 DF 上 到 一 点 了 ， 在 二 
重 直线 g= DW 上 取 一 尽 2。 人 确定 了 , Z 的 透射 对 应 点 Y', 2', 并 验证 (D, VV;Y 了 , 了 /一 
(D, W; 2, 2°). 

对 《0) 和 (dd) 中 的 透射 ,重复 上 述 内 容 ， 在 (d) 中 , 每 一 个 四 点 集 都 是 调和 和 集 ， 这 种 直射 
称 为 调和 透射 。 

16. 哆 ”验证 习题 16.49(e) 中 的 直射 是 平 射 ， 


16.53 者 
SN. 


是 把 P; (oa 加 ,23) 变 为 卫 : (m1, 22, 23) 的 直射 . 


了 | 由 | B= [68,;] (%, 1 一 工 2， 3), [|B|#0 


-| A- [ci 人 j=1, 2, 3)，|4|x0 
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是 把 三 变 为 P". (mi, v2, v3) 的 直射 ， 则 
vt D1 1 
TS. 1 | Er Vo 
03 _ws _08 _ 
是 把 了 了: 变 为 P" 的 直射 TS 称 为 结 人 或 S, 7 的 来 积 。 我 们 得 出 两 个 直射 的 条 积 是 直 
射 . 


,B.A=C 


(a) 重 写 开 头 两 个 直射 , 使 得 T 了 把 &. 人 22 ， 为 & @ ， %), S 把 Q 变 为 


8 (21, 22, 23), 从 而 得 到 z 
oi 24 | 
ST. HN 
23 ws 


(b) 验证 , 当 了 一 Q@ 时, 一般 地 P"Q". 
“1 3 5 WOT | . 
1 —2 || | 
2 “4 一 wa_ | .: 


16:54 考察 对 射 。 
| 01 
(i) .| ole 
， .上 太 ， Vs _ 
(a) 证 明 ，(i) 把 直线 5, 6wmi 十 za 一 ?wa 一 0 上 的 后 P. (1, 2, 1), Q. (8, -1 2), R 
(4, 工 3) 分 别 变 为 8: (77， 一 118， 一 132) 上 的 直线 wp. 12wi 十 7zs 一 0, gq: 10%i 十 11lwg 一 4xs 一 
0, 7. 22z1 十 Hza 十 3zs 一 0. 
(bj 验证 S 和 s 不 是 (i) 中 的 对 应 元 素 . 
(c) 验证 在 诱导 变换 


1 上 Xi, | 
(ii) 人 (C 一 ) E 2 
v8 _ 人 人 8. 


中 ,8S 是 s 的 对 应 元 素 . 
(d) 证 明 ， 若 把 直线 s 上 的 点 变 为 点 S 上 的 直线 的 对 射 矩 阵 是 C, 则 把 s 变 8 的 充 要 
条 件 是 (C- D7=C” 即 《是 对 称 的 . 


二 一 


>* 


第 十 七 草 二 次 曲 息 


§17.1 基本 有 内容 


1. 点 案 二 次 曲线 


在 图 17-1 中 ,考虑 在 不 同 中 心 RR 和 SS 上 的 直线 来 ， 
{Ax}+A{B2} =0 (1) 
各 . 
{Da} +A{ By} =0. (2) 
由 给 定 的 和 值 在 线束 (了 1) 中 确定 的 直线 对 
应 于 由 同一 入 值 在 (人 中 确定 的 直 组 ,这样 
的 对 应 显然 是 一 一 的 .而且 ,因为 (中 任 
意 四 条 直线 的 交 比 等 于 它们 在 (2) 中 的 对 
应 直线 的 交 比 ,所 以 这 个 对 应 还 是 射影 的 . 
从 (信和 (分 消去 入 就 得 到 两 个 直线 束 的 “ 
对 应 直线 交点 轨迹 方程 ; 
{hn} { Bs} — {Do} {Bs} =0. (8) 
把 (8) 的 左边 展开 并 合并 同类 项 ， 我 们 得 到 . 
O12 十 Osa 十 Oo 十 20lsoiza 十 20sizaci 十 2O2smaoas 一 0， (4) 


这 时 On™= A1B:— DiB,, O04 一 序 (4 有 十 4 有 一 DiB3 一 也 :B:)， 和 人， 令 Oa 一 019, O18™ 
Os1 Oss™ Oss, (4) 可 写 为 ; 


3 3 
之 OU0401 一 > 名 Ooaii 一 0， Oy — On, (5) 
它 的 矩阵 形式 是 - 
i Ou1 Oil Oils 
[el oo， zs] | Oo Ors Osas 
和 _Os1 Oaa Cas 


容易 证 明 , 轨迹 (6) 既 在 RR 上 又 在 S 上. 在 习题 17 .1 中 ,我 们 将 证 明 


”定理 17.1 车 产 生 (6) 的 射影 实质 上 是 一 个 乏 视 时 ， 则 (5) 的 左边 是 两 个 线性 因子 的 科 
积 . 


， = |- Co 一 Oh (6) 


在 定理 17.1 的 这 种 情况 中 ,轨迹 (6) 称 为 退化 点 素 二 次 曲线 ;在 其 它 情况 ,轨迹 (5) 称 为 
常态 点 素 二 次 曲线 . 


设 P. (p) 和 Q@, (9) 是 平面 上 两 个 不 同 点 ; 假如 a 是 
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2 Oyu(pi+ oq) (pit ag) = FOypips 


+a(Z Oupgi+ Ow91p) to Oug9=0 (7) 
的 根 , 则 有 PQ 的 点 于 ,wp 十 a9) 也 在 (5) 上。 
由 于 
之 Cup2igi 一 之 Ouqs py, | (8) 
《7 可 化 为 
2 OuypipDy+ 20206 Pq + oF O99 = 0. (9) 


现在 假设 PQ 包含 在 (6) 中 , 即 (9) 对 a 的 每 一 值 都 成 立 , 则 有 
SOypp;= TOMng= FO p= Ou99;=0. 
取 点 4: (4) (这 里 oi Oupit Ompat O18ps™= DOups, 0a 一 D0sp;, 0 一 之 O03; p;) 和 
B. (5b) (这 里 杂 == > Owgs, ba™ 0ags, 8 一 字 0a91). 因为 之 Op2p2r = 二 Oi91p; 二 0, 所 以 
4 和 已 都 在 直线 


101 十 9095 十 办 808 一 Q (10;) 
上 ; 又 因为 之 Owgipi 一 记 Oyqi9; 一 0, 所 以 4 和 如 都 在 直线 .| 
i121 gra gsts ~—0 (10,) 


上 .但 这 些 直 线 是 不 同 直线 ,所 以 存在 B#0 使 得 
1 十 Bb=On(pi+ Bqi) + 0 (pa+ Bgs) + Oi (po+ Bg) 一 0， 
Gs+ Boa= Oa1( D1 Bq1) 十 Oaa (pat Bqa) -+ Ow (pat Bgs) = 0, (1D) 
z s+ Bbs = Oa1( Pp1+ Bqgi) 十 Osa (Pat Bqa) + Oss (Psi+ Bgs) =0. 
从 (11) 我 们 推 得 [C4] =0， 这 就 证 明了 
定理 好 .2 车 轨迹 (5) 是 退化 的 , 则 [Ow] =0.. 
下 面 回 到 图 17-1, 设 7T, U,V,W 是 已 知 二 次 雪线 上 的 四 个 定点 ， R, 5 是 同一 二 次 其 
线 上 的 一 个 动 点 的 两 个 位 置 ， 根据 定义 ，RT, RU, RV, RW 和 ST, SU, SF， SW 是 身 
影 线束 (也 和 (2 的 四 对 对 应 直线 , 设 BT 
和 5 是 由 = oo 确定 的 , RD 和 SU 是 由 
和 一 0 确定 的 ，RVY 和 Sy 是 由 X=1 确 定 
的 , 那么 
(RT, RU; RV, RW) 
=(ST, SU; SV, SW) 
= (co, 0;1, MW 一 7. 


/ 我 们 有 加 
图 17-2 定理 卫 .8 ”二 次 曲线 上 四 个 定点 与 
其 上 一 个 动 点 相连 所 得 四 条 直线 的 交 比 是 常数 . 
因此 , 二 次 曲线 上 的 点 象 直线 上 的 点 一 样 ,可 以 由 单一 的 坐标 (参数 ) 给 出 ,而且 ,可 以 在 
二 次 曲线 的 点 与 平面 上 任 一 直线 上 的 点 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 ( 见 图 17-2)， 


. 点 素 二 次 曲线 及 其 切线 、 
考虑 点 素 二 次 曲线 
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EOuymwi=0, Oy=On, |Oy|#*0. (12) 
设 卫 . (p) 和 Q: (q) 是 不 同 点 , 了 和 Q@ 都 不 在 (12) 上 , 了 (p+og) 是 直线 PQ 上 的 动 点 , 从 
(9) 推出 PQ 或 者 
Qi) 交 (12) 于 两 不 同 点 (Pp 十 019),，《Pp 十 a9), 从 而 是 割 线 ; 
(ii) 交 (12) 于 两 个 重合 点 , 从 而 是 切线 ; 
(iii) 与 (12) 不 相交 , 从 而 是 非 害 线 ， 
假设 PQ 是 切线 ,那么 (9) 是 完全 平方 , 我 们 有 : 
定理 17.4 连接 两 个 定点 了; (p) 和 Q: (9) 的 直线 是 点 素 二 次 曲线 (12) 的 切线 的 充 要 
条 件 是 
(ZS Oypip) (之 Crit91 ~ (ZOupq9) =0, (18) 
再 考虑 点 素 二 次 曲线 (12). 设 P, (2) 是 一 定点 而 了 不 在 (12) 上 , @: (g) 是 平面 内 的 
一 个 动 点 ， 如 果 (18) 能 够 写成 两 个 带 有 实 系 数 的 9 的 线性 因子 的 乘积 ,这些 因 子 等 于 零 就 
是 在 王 上 且 与 此 二 次 曲线 相 切 的 两 条 直线 的 方程 ; 如 果 (13) 不 能 这 样 分 解 , 则 过 卫 就 不 能 
作出 此 二 次 曲线 的 切线 .在 第 一 种 情况 , 我 们 说 了 在 此 二 次 曲线 的 外 部 ,在 第 二 种 情况 ,我 
们 说 了 在 此 二 次 曲线 的 内 部 ， 
最 后 , 假定 P. (2) 是 二 次 曲线 (12) 上 的 定点 ,Q: (9) 是 平面 内 的 动 点 。 那 么 《18) 化 简 
为 (之 Owpi91)”=0。， 用 我 们 更 熟悉 的 下, (z) 去 代替 Q, 得 到 
2 Oupiv= 2 Op =0, (14) 
这 就 是 经 过 ( 切 上 把 )P 的 (12) 的 切线 方程 . z 
设 直线 [St 之 a， 卫 8] 是 (12) 的 切线 ; 切 点 是 P; (p), 令 其 等 于 从 (14) 得 到 的 直线 坐 
标 , 我 们 有 
字 OwyPy 一 全 1 这 Oapi 一 时 分 082j 一 全 


或 简写 为 ; 


Ou O11 Oi1s |{ pr Pp1 | | 于 
Oar Oza Os || pa |=C | pa |=| Z|. 
Os2 ~ 四 日 _ 所 | 
因此 
Pi - 瑟 ， 
pa |= C1 XX |,. (15) 
_ D3_ Xs 
两 边 取 转 置 ( 见 附录 ), 就 有 
[pi, pa, pal = [X1, Xs, XC (16) 
了 在 (12) 上 的 条 件 是 : 


-p, 

[pi, pa, Pad: C°* 2 
Ds 

把 415) 和 (16) 代 入 此 式 得 到 用 直线 坐标 给 出 的 点 素 二 次 曲线 方程 ; 


rr 
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四 1 . 
[Xy, ZX», XelC™ |: hn (In 
例 19.1 已 知 射影 直线 束 四 
V1 ~— V2 一 Za 十 和 2oa 十 Za 十 4zs) —0 | 
利 4 十 203 一 oa 十 (zi 一 4 十 oa) 一 0. 

(a) 求 出 由 它们 记 产 生 的 轨迹 方程 . 

解 ， 消 去 )， 我 们 有 

(81— wa — wa) (zi 一 dra vs) — (pi 42ms — wo) (2 十 mm 十 4os) 一 0， | 

罗 迹 方程 是 | 

(i) 之 Ow; 一 好 一 go 一 8x3 十 0xzazo 十 22a04 十 430s = 0, 


_ 


1 5 1||w 
z _1 2 -38||ws 
(b) 证 明 这 x 条 这 是 点 素 二 次 曙 线 ，， 
证 明 ; 
1 5 1 |I1 0 0 
ICl=|5 -2 ‘2|=|5 -27 -3|*0,; 
1 2 -8| |1 -3 -4 


所 以 这 轨迹 是 点 素 二 次 曲线 . 
(c) 求 出 (i) 和 连接 二 (2, 0， 一 1) 及 4: (0， 一 4, 1) 的 直线 的 交点 (如 果 存 在 的 话 ). 


解 ， 互 ; (2, 0, 一 1) 二 a(0, 一 4, 1)= 一 (2, 一 4 一 1 十 a) 是 PO 上 任意 一 点 ， 如 果 革 
还 在 (i) 上 , 则 有 
4—820° 3+6a~30—8080—4+4a+1l6a—1i6a = -6lo 54a—8=0, 
a=—1, 17* 
所 以 有 两 个 不 同 的 交点 : 


Ki (2, 0, 一 了 一 (0， —4, 1) = (2, 4, 一 2) 或 (1 2, ~1), 和 及 2: (2, 0, -D)- 训 
(0, -4 了 D=(3， 襄 ,一 药 ) 或 (17, 2, -9)， 
(a) 证 明了 了 . (8, 0, 一 1) 在 (i) 上 并 写 出 过 了 的 切线 方程 . 


证 明 ; 
1 5 1T 8 2 
5 -2 2 | 0 Ee 0, — da 
1 2 -8| -1 _6 


所 以 了 在 此 二 次 曲线 上 ， 切 线 方程 是 ， 


1 5 1F8 | 
Ea Va, we | 5 --2 "2 0 9 -amt 180 tom =0 
LL1 2 -3 志 四 


[3, 0, —1] 
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(e) 号 出 此 点 素 二 次 曲线 在 直线 坐标 系 下 的 方程 


解 

ri 5 1 2 17 12 

es _9 | co - _4 | 

1 2 -8 2 8 -| 

所 求 方程 是 . ”| : 

-2 17 149TY， 

(ii [Xj, Xa, YI -4 8 Ho 
12 8 -27| x, 


注 训 : 大 多 数 作 洗 把 点 方程 是 (12) 的 二 次 曲线 的 直线 方程 写作 : 


11 bi19 bi “Xs .i 
ba1 pas 02s | A, |=0, by=6rn, [0 四 尖 0， (18) 
_bsi beg bas ZX 


这 里 ,by 是 中 04 的 余 因 子 Os， 这 等 价 于 在 (17) 中 用 a6jC 替代 -这 在 歼 值 上 是 普 
通 的 变形 ( 见 例 17.1(e)). | 


[Si 和 荆 a] 


“ 3， 线索 二 次 曲线 
在 图 17-8 外， 光 卡 分 别 在 直线 和 8 上 的 点 列 ， 
{go 卫 } 十 和 {fc}=0 z GD) 
{dR} 4AeR}=0 / (2) 


给 定 的 入 值 在 点 (1) 中 确定 的 点 对 应 于 同一 和 值 在 (2 ) 中 确定 的 点 . 这 个 对 应 是 射影 的 对 
应 反 连 线 的 包 络 方程 是 


{aX }.{e}— {dX}.{cX}=0, (8 ) 
它 可 以 写成 | 
py 0 在 4) 一 0, (5 ) 
这 里 , b= 60101 一 dc, b1s 一 0ax ™ 吝 (G162+ 261 — dCs — da01), 等 等 . 
〈5 ) 的 矩阵 形式 是 
bu b1 bis | £1 
[X21, Ta, Xsl]| ba bs bz | X, =0, by=bn, | 《6 ) 
Os1 bss2 bss_ | Xe_ | 
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习题 17 .1 的 对 侦 说 明 当 上 面 的 射影 实质 上 是 透视 时 ，(3 是 两 个 实 因 子 的 敢 积 ,这 时 
轨迹 退化 为 一 对 不 同 的 点 或 一 对 重合 点 。 除 了 这 种 情况 外 , 这 轨迹 称 为 线 素 二 次 曲 绕 。 我 
们 留 给 读者 完成 上 面 各 节 的 对 偶 ， 这 样 做 了 以 后 , 我 们 注意 到 每 一 点 素 二 次 曲线 (12) 都 对 
应 于 一 线 素 二 次 曲线 (187。 对 偶 地 , 每 一 线 素 二 次 曲线 都 对 应 于 一 点 素 二 次 曲线 。 换 句 话 
说 , 点 素 二 次 曲线 (12) 连同 它 的 切线 和 对 应 的 线 素 二 次 曲线 连同 它 的 切 点 是 恒 等 构 图 .每 
一 对 恒 等 构 图 将 称 为 非 奇 异 二 次 曲线 或 简称 二 次 曲线 . 这样， 一 条 二 次 曲线 就 有 两 种 形式 

的 方程 ; (12) 是 点 坐标 形式 的 , (18) 是 直线 坐标 形式 的 . 


4. 极 线 和 极点 . 点 素 二 次 曲线 
设 名 是 二 次 曲线 ,其 点 坐标 形式 的 方程 是 (12)，P. (2) 是 平面 内 任意 一 点 .因为 C= 


[Cu] 是 非 奇异 的 ， 
-om 0 
人 人 
Ps 0j 


之 OU2i01f 一 [zi，zo，2zaj ‘C: 


一 人 
pa | 一 0 -9) 


_ Ds 
确定 平面 内 的 唯一 一 条 直线 p， 这 条 直线 称 为 点 卫 关于 多 的 极 线 . 我 们 现在 就 要 证 明 这 
里 所 定义 的 极 线 与 第 九 章 中 定义 的 极 线 是 一 致 的 . 

首先 , 注意 到 (14) 和 (19) 形 式 相同 , 因此 当 卫 在 多 上 时 ， 《19) 就 是 和 多 相 切 于 书 点 的 
切线 方程 其 次 , 设 98: (9) 是 (19) 上 任意 一 点 , 则 

ZO0yPp91 = Oyug9in= 0. : | (20) 

由 于 @ 关于 多 的 极 线 是 号 0wqiwy 一 0, 根据 (20) 忆 在 这 条 直线 上 ， 我们 证 明了 

定理 17.5 若 Q 在 了 关于 多 的 极 线 上 , 则 卫 在 Q@ 关 于 多 的 极 线 上 . 

由 此 推出 

定理 17.6 当 Q@ 遍 取 卫 关于 多 的 极 线 p 上 的 点 时 ，Q 关于 多 的 极 线 9 就 亡 取 在 PP 
上 的 直线 束 中 的 直线 . z 

如 果 卫 关于 多 的 极 线 是 p, 我们 就 称 点 卫 是 直线 p 关 于 多 的 极点 ， 设 p 是 平面 内 的 
任意 一 条 直线 ， 从 定理 17.6 推出 ;, p 关于 多 的 极点 是 唯一 确定 的 ， 它 就 是 2 上 任意 两 个 不 
同 点 关于 多 的 极 线 的 交点 (如 果 2 与 乡 相 切 于 卫 , 极 点 在 什么 地 方 ? ) . 

我 们 称 定理 17.5 中 的 点 王 和 @ 关于 久 互 为 共 耕 的 ,或 关于 多 构成 一 对 共 胞 点 ， 当 
P 在 多 上 时 , (19) 成 为 (14); 因此 与 P 共 轿 的 所 有 点 Q 都 在 与 多 相 切 于 卫 的 切线 上 ， 当 
P 不 在 多 上 时 ,了 的 极 线 p 或 者 是 多 的 割 线 或 者 是 多 的 非 割 线 . 假定 p 是 制 线 ,与 多 相 
交 于 点 和 S，R(S) 关于 多 的 极 线 就 是 与 多 相 切 于 BCS) 的 切线 ,根据 定理 17.5, 这 极 
线 在 了 上 . 因此 , 如 果 卫 在 多 的 外 部 , 从 PP 所 引 名 的 两 条 切线 的 切 点 位 于 了 的 极 线 上 ， 
最 后 ,如果 了 在 % 的 内 部 ,P 的 极 线 ( 即 与 共 轿 的 点 的 轨迹 ) 就 是 非 割 线 ， 

设 P. (2) 是 不 在 多 上 的 一 点 , p 是 卫 关 于 多 的 极 线 ， 如 果 卫 在 多 的 外 部 , 在 2 上 
取 点 9: (q) 使 得 PQ 交 多 于 不 同 点 责 和 避 如 果 卫 在 名 的 内 部 , 在 p 上 取 Q, (9g), 仍然 
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把 PQ 与 多 的 交点 记 为 有 和 5S， 在 这 两 种 情况 中 ，R, (2 十 9g) 和 S,(p 十 9) 中 的 入 
都 是 (9) 的 根 ， 因 为 卫 和 @ 是 共 轿 点 , 0wpiqy=0, 所 以 和 十 w=0。， 于 是 证 明了 

定理 17.7 设 P，Q 是 关于 名 的 一 对 共 轿 点 。 如果 了 , Q 中 有 一 点 在 各 上 , 则 另 一 
点 在 与 多 相 切 于 这 点 的 切线 上 ， 如果 也, @ 都 不 在 4 上 ， 但 直线 PQ 是 与 名 相交 于 用 和 
S 的 割 线 , 则 五 (P,Q@; 已 , S)， 由 此 推出 ; 

定理 17.8 在 多 的 割 线 p 上 的 共 纯 点 对 形成 一 对 合 ， 这 对 合 的 二 重点 就 是 和 5 的 
交点 . 

如 果 三 角形 的 每 一 顶点 和 对 边关 于 名 互 为 极点 和 极 线 , 则 说 这 三 角形 关于 二 次 曲线 多 
是 自 配 极 的 。 这样, 每 一 顶点 都 与 其 它 两 顶点 共 斩 , 对 偶 地 , 每 一 边 都 与 其 它 两 边 共 斩 , 我 们 
有 : 

定理 17.9 如 果 一 个 三 角形 的 每 两 个 顶点 都 是 关于 某 条 二 次 曲线 的 共 虑 点 ， 每 两 边 都 
是 关于 这 二 次 曲线 的 共 罗 直线 , 则 这 个 三 角形 关于 该 二 次 曲线 是 自 配 极 的 ， 


5. 极点 和 极 线 ， 线 素 二 次 曲线 
直线 坐标 的 方程 是 (18) 的 二 次 曲线 记 为 2, 设 p: (了 PP). 是 平面 上 的 任意 一 条 直线 .因为 


B= [bw] 是 非 奇异 的 ， 
-Pp,- ro- 
和 
_Ps 0 


2 0sPiXs= [Xi1, 入 2， Xs1:B 


B. 


所 以 


| Ps 
* P, 一 人 (19") 


确定 这 平面 的 唯一 一 点 P， 这 点 称 为 p 关 于 的 极点 . 同样 定义 : 在 点 卫 上 的 任意 两 条 
不 同 直线 关于 儿 的 极点 确定 一 直线 p, p 称 为 了 关于 雏 的 极 线 . 

如 果 两 条 直线 p, 9 中 的 一 条 在 另 一 条 的 极点 上 , 则 说 直线 2 和 7 是 关于 各 共 攀 的， 

我 们 留 给 读者 证 明定 理 17.5~17.9 的 对 偶 , 定理 二 .7 的 对 偶 是 ; 

定理 17.7” 设 wp, y 是 关于 5 的 一 对 共 力 直线 。 如 果 其 中 一 条 直线 在 安 上 ， 则 男 一 
条 在 前 一 直线 的 切 点 上 ， 如 果 两 条 直线 都 不 在 多 上， 而 名 的 两 条 直线 7, 8 在 2.9 上 ， 则 
H(yp, gq;r, s). 

从 这 一 节 和 前 几 节 推出 ,一 条 固定 的 二 次 曲线 之 Owywiw;=0 或 之 0 六:Xj=0 在 平面 
的 反 《21 化 3， wa) 和 直线 [ 文 :1, 福 s, 文 ] 之 加 建立 了 一 个 一 一 对 应 . 


X11 1 2 X11 
pp 和 之。 一 蕊 ， vo 和 他 | Va -BB. 区 » 
Xs | Ta | ws XX 
这 个 对 应 保持 交 比 不 变 ( 证 明 这 点 ), 因此 是 配 极 对 射 ( 见 第 十 六 午 )， 
:二 次 曲线 的 方程 


到 现在 为 止 , 我们 都 假定 所 考虑 的 二 次 曲线 
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C.F Omi=0 z (12) 

在 平面 中 关于 胡 标 村 处 在 一 般 位 置 ， 现在 ， 我 们 求 求 当 坐标 三 角形 的 顶 上 所 和 边 与 二 次 曲线 
紧密 相连 时 这 条 二 次 曲线 的 方程 : 

假定 我 们 在 多 上 取 4a: (a)，42: (56)，As: (0) 为 新 坐标 三 角形 的 顶点 ， 并 且 假 定 此 一 次 
曲线 关于 新 三 角形 的 方程 是 

() 之 COion2y 一 0. 
因为 4:: (1, 0, 0), 4;. (0, 1 ;0)，4s: (0, 0, 1) 在 (i) 上 ， 所 以 Ou™ Om™= Os =0, 县 方程 
(具有 形式 ， 


12%102 二 O81%3%1T O2ar2m3 == 0 (21) 
0 Ci O11 | | 
或 [wr, wz, 23] | 0 | : | O13* O81° O00. 
. CO Cg 0 03 
如 果 单 位 点 44 (1 1, 1) 也 取 在 (21) 上 , 关于 系数 ， 我 们 进一步 有 条 件 0 十 0 十 O9a 


一 0 

其 次 , 设 41: (4)，4: (3?)， As; (0) 是 关于 (12) 的 自 配 极 三 角形 的 顶点 ， 以 这 个 三 角形 
为 坐标 三 角形 , 设 此 二 次 曲线 关于 这 个 坐标 三 角形 的 方程 是 z 

(ii) >O! ym = 0. 
由 于 41; (1, 0, 0) 关于 (了 过) 的 极 线 O11 t+ Oh O! :03 一 0 是 zi=0, 所 以 ,Oo 一 O4 一 0. 类 
似 地 , 由 于 A (0, 1, 0) 的 极 线 是 43 王 0， 有 02s 一 0， 还 有 As. (0, 0, 1) 的 极 线 是 5 一 0. 因 
此 这 条 二 次 曲线 的 方程 具有 形式 

O101?+ O28? + Obers?=0 (22) 


11 0 0 01 
或 [wi, so2, 23]*| 0 Oz 0 ||w |=0, 
| _0 0 Oss || wa 


这 里 系数 011，Oz。，0O3s 都 不 为 等， 而 且 由 于 此 二 次 曲线 是 实 的 ， 所 以 O0411,， O02，,，0O03s 的 符号 
不 会 相同 . 

通过 重新 命名 上 面 的 自 配 极 三 角形 的 顶点 (如果 必要 的 话 )， 我 们 总 能 使 得 O44 >0, O%n 
>0, Oss<0. 因而 变换 


VO 0 0 
(iii) pX7=-| 0 VO 0 [下 
_0 0 VoO%. 
把 (22) 化 简 为 : | 
v1i+ 2 v2 =0. : (28) 


因此 ,所 有 的 ( 实 , 常态) 二 次 曲线 都 射影 等 价 . 

把 (22) 直 接 变 到 (28) 的 变换 pX "BX 保持 坐标 三 角形 不 变 , 但 一 般 说 来 ， 单位 点 会 
变 ( 见 第 十 六 章 )， 

7. 退化 的 二 次 曲线 

具有 方程 


$17.1 基本 内 窗 20% 
EOurw=0, Oy=O%, |Oy| =0 (24) 
的 退化 点 素 二 次 有 易 线 名 或 者 由 两 条 不 同 直线 所 
组 成 ， 或 者 由 一 条 计算 两 次 的 直线 所 组 成 ( 见 图 
17-4).， 如 果 由 点 S: (s) 和 雪上 任 一 其 它 点 了 : 
《9) 所 确定 的 每 一 直线 都 包含 在 多 中 , 则 5 称 为 
和 的 奇 点 ， 因 此 ， 当 多 由 一 对 不 同 直线 4, 8 组 
成 时 , 它 只 有 一 个 奇 点 3$=a*5 当 多 由 一 条 计算 
两 次 的 直线 e 组 成 时 , a 的 每 一 虚 都 是 畜 点 ， 当 
S 是 奇 点 ， 了 是 这 个 平面 内 的 任 一 其 它 点 ， 训 果 
入 是 : 加 17-4 
Zcu st Mi) (81+ NY) = EF Osi8;+ 2A Osys + NE Ou = 0 (25) 
的 根 ( 见 (9) 式 ), 那么 SY 上 的 点 〈S) +X(9) 也 在 多 上， 当 了 在 多 上 时 ,直线 SY 包含 在 
%@ 中 ,这 时 (25) 中 所 有 的 系数 都 为 零 ， 当 了 不 在 多 上 时 ， 直 线 SY 与 多 只 相交 于 8. 这 
时 ,在 (25) 中 之 Owsisy 一 之 Owsy: 一 9。 因此 , 当 了 了 是 平面 内 的 任 一 点 时 , Oust 一 各 ,从 而 有 
POus=0, DOun—0, DOns=0. / (26) 
反之 , 如果 S. (s) 是 多 上 一 点 使 得 (26) 式 成 立 ， 那 么 ， 对 于 每 一 个 的 值 ， 点 二 十 XG) 在 
儿 上 .我 们 证 明了 
定理 17.10 点 5.(s) 是 退化 二 次 曲线 纪 : somm-o 的 奇 反 的 充 要 条件 是 (26) 成 


立 . 
假定 (24) 由 点 8 (s) 上 的 一 对 不 癌 直 线 
&. 081 Ora 18=0 
和 : 4, G01t bavat Cate 0 
所 组 成 , 设 P. (p) 是 平面 内 不 同 于 有 & 的 任 一 点 , 则 
A (@ip1t+ bipat cipe) (cazi 十 batwa + cuts) 
二 (gz p11+ bapat Cap) (aaoa 十 De 十 -Cige) 
一 22， Ou Dby = 0, : (27) 
P 关 于 多 的 极 线 在 SS 上. 如果 卫 在 多 上 , 即 如 果 卫 在 直线 a 或 直线 9 上, 则 了 的 极 线 就 
是 那 条 直线 、 为 了 与 非 退 化 二 次 曲线 的 情况 保持 一 致 ,我 们 称 (27) 为 各 在 王 点 的 切线 . 如 
果 卫 不 在 © 上 ， 则 (27) 和 直线 PS: z 
《aa 十 bi2a 十 Clpa) (aazi 十 Daca 十 Ca0z) 
— (gapi1+ bapa Caps) (ai 十 bi 十 clvs) 一 0 (28) 
调和 分 隔 直 线 c 和 4. 
如 果 卫 , Q@ 是 不 在 允 =g，28 上 的 两 点 且 五 4, b; PS, QS)， 其 中 S=a.:5， 那么 PP, Q 
关于 @ 共 轿 ， 然 而, 如 果 忆 z#8 在 各 上 ,那么 ※& 和 呈 共 罗 的 充 要 条 件 是 @ 也 在 gc 或 上 . 
当 儿 =a, 5 时 , 必 =4"0 的 极 线 没 有 定义 , 这 时 , 我 们 可 以 定义 直线 @ 5 为 多 在 8 点 的 
由 《26) 可 知 立 Owsri 对 于 任 一 三 元 数组 名 za，m) 都 恒 等 于 零 , 所 以 平面 上 
钓 共 思 点 . 
如 果 它 的 每 两 个 顶点 都 是 一 对 关于 多 的 共 氏 点 ,那么 这 个 三 角形 是 多 的 
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自 配 极 三 角形 。 多 的 每 一 个 自 配 极 三 角形 必须 以 S 为 它 的 一 个 顶点 ， 同时 连接 S 和 其 它 

两 顶点 的 两 边 必须 调和 分 隔 组 成 多 的 两 条 直线 . : 
对 偶 地 ,具有 方程 : 
ZOy 人 RRs=0, by= bn, | 5s| 一 人 | (29) 
的 退化 线 素 二 次 曲线 多 或 者 由 两 个 不 同 点 所 
组 成 ， 或 者 由 一 个 看 作 两 次 的 点 所 组 成 (参看 
四 图 17-5)， 如 果 由 直线 s [S] 和 线 素 二 次 曲线 
% 上 的 任 一 其 它 直 线 的 交点 都 属于 儿 , 则 s 是 


EK | 多 的 奇 并 直线 。 我们 留 给 读者 完成 退化 线 素 
二 次 曲线 的 研究 ， 


图 7 前 面 ， 我 们 发 现 非 退 化 二 次 曲线 有 两 个 方 
程 , 一 个 是 点 坐标 形式 的 , 另 一 个 是 直线 坐标 形式 的 ， 而 退化 点 当 ( 线 素 ) 一 ~ 次 曲线 没有 直线 
(点 ) 坐 标 形式 的 方程 ， 


(a) 


一 次 曲线 对 


从 我 们 在 度量 平面 内 的 经 验 可 以 得 出 结论 : 两 条 不 同 的 二 次 曲线 交 于 四 点 ,这 些 点 关 丰 
一 定 都 是 实 的 。 为 了 在 射影 平面 内 解决 这 个 问题 ， 
设 多 和 G' 是 这 平面 内 的 两 条 不 同 的 点 素 二 次 曲 
线 , 并 且 假设 坐标 三 角形 和 单位 点 的 选择 使 得 (见习 ， 


题 17.24)， aa 
6 21— tare =0, (80) 
同时 / 
YC', EOuymm=0, O20. (81) 
(31) 中 的 限制 仅 要 求 坐标 三 角形 的 顶点 B, (0, 1, 0) 加 17-6 


不 是 多 和 %' 的 交点 。 因为 坐标 三 角形 的 边 和 m=0 是 多 的 切线 ， 所 以 它 不 能 在 这 两 条 二 
次 曲线 的 任何 一 个 交点 上 ， 因此， 如果 我 们 在 《80) 中 取 zs 大 0, 将 不 会 失去 交点 ， 且 解 得 


Ty 一 -二 . 把 za 的 这 个 值 代 入 (381) , 得 到 : 
O2274 十 201273 十 (O11-+ 20%8) 六 十 20137 十 O5s 一 0， (32) 


这 里 为 了 方便 起 见 , 令 7 由 于 (32) 有 四 个 根 71, 7a, T7814; 所 以 名 和 各 有 四 个 交 


点 : (71, TT, 1), (ra, 72, 1), (rs, 73, 1), (94, 74, 1). 

现在 , 我 们 仅 考 虚 四 个 根 互 不 相同 的 情况 ， 这 时 , 多 和 多 ' 相交 于 不 同 点 P,Q@, R, SS 
( 见 图 17-7(4)), 用 2 和 2 分 别 表示 多 和 儿 ' 在 交点 了 处 的 切线 ,因为 在 四 个 一 般 点 上 且 
在 其 中 一 点 处 切 于 一 已 知 直线 的 二 次 曲线 只 有 一 条 , 所 以 2 和 2 是 不 同 直 线 ， 如 果 两 条 不 
同 的 二 次 曲线 在 一 交点 处 的 切线 不 同 , 则 称 此 交点 为 简单 点 。 因 此 ,如 果 两 条 二 次 曲线 有 四 
个 不 同 的 交点 ,那么 每 一 个 交点 都 是 简单 点 . 

其 次 , 设 (82) 的 根 是 ra,ra,7a， ra; 从 而 这 两 条 二 次 曲线 交 于 三 个 不 同 点 , 其 中 一 个 点 算 
了 两 次 .设想 图 17-7(w) 中 的 二 次 曲线 & 固定 不 变 ， 同 时 各 ' 变化 ， 在 变化 中 , 多 “与 多 


$17.1 基本 内 容 2 人 5 


P=Q-BR-S 


(人 


图 17-7 


的 三 个 交点 忆 ，Q， 玉 保持 不 变 而 第 四 个 交点 8 无 限 地 趋 近 于 P， 因 为 5 沿 着 两 条 二 次 曲 
线 趋 近 于 卫 , 所 以 PS 的 极限 就 是 这 两 条 曲线 在 2 点 的 切线 ( 兄 图 17-7(2)， 这 时 己 是 二 次 
曲线 的 二 重 切 点 , 而 交点 @ 和 BB 是 简单 点 . 

当 (32) 的 根 是 ra， ?1472, 73 时 ,如 图 17-7(c) 所 示 ,， 了 P=S 和 QQ@=R 都 是 这 些 二 次 曲线 
的 二 重 切 点 ， : : 

再 次 , 设 (82) 的 根 是 %, 7 rz, ?a， 在 图 17-7(d) 中 保持 多 不 变 , 而 让 多 ' 变化 但 仍 
在 Q@ 上 ,在 变化 中 二 重 切 点 卫 不 变 而 让 交点 及 无 限 地 趋 近 于 了 。， 这 样 , @ 仍然 是 简单 切 点 
而 了 为 它们 的 三 重 切 点 ( 见 图 17-7(g)). 

最 后 , 当 (82) 的 根 是 i, ry, wa ?1 时 ,多 和 儿 ' 的 四 个 交点 重合 ( 见 图 17-7(e))， 这 些 
二 次 曲线 以 卫 为 四 重 切 点 。 | z 

我 们 把 前 面 几 段 的 对 偶 大 部 分 仍然 留 给 读者 完成 ， 在 儿 的 直线 中 选择 坐标 三 角形 的 


rf 0 eq 
qd 
(2) 


a 加 er 
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两 边 3, ce(2 不 是 儿 ' 中 的 直线 ) 和 单位 直线 , 而 取 8 和 。 的 切 点 连 线 为 坐标 三 角形 剩 下 的 一 
边 。 仅 考虑 使 得 (32) 只 有 实 根 的 二 次 曲线 对 ,我 们 就 得 到 图 17-8(a), (26), 《0), (0), (e) 所 
示 五 种 情况 。 在 图 17~8(@) 中 ， 这 两 条 二 次 曲线 以 PD, qa, 8 为 简单 公 切 线 ; 在 图 17-8(6) 
中 ,这 两 条 二 次 曲线 以 p 为 二 重 公 切线 而 以 9 和 7 为 简单 公 切 线 , 等 等 。 


9. 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 


在 第 十 一 章 中 ， 四 点 形 上 的 点 素 二 次 曲线 束 定义 为 在 四 个 不 同 点 (其 中 没有 三 点 共 线 ) 
上 的 所 有 二 次 曲线 (常态 的 或 退化 的 ) 的 集合 , 记 这 四 点 为 了 P, 8@, 已 5 令 
C.D Omw=0, |Owy) 0 


和 ~ YC’ EOyom=0, [Os| #0 
是 这 四 点 上 的 两 条 不 同 二 次 曲线 。 我 们 证 明 当 入 在 扩大 了 的 实数 系 中 变化 时 , 由 
之 CaOAVJ 十 AD, Oy 二 (之 Orz 十 和 之 Oy) viDy 一 0 (33) 


表示 的 二 次 曲线 (包括 退化 二 次 由 线 ) 的 全 体 是 一 个 四 点 形 上 的 二 次 曲线 东 ， 首先 注意 由 
(83) 给 出 的 每 一 轨迹 都 在 这 四 点 上 。 反 过 来 , 设 ”是 在 基本 点 P, Q, 必 ， 上 的 一 -次 
线 ( 常 态 的 或 退化 的 ), 了: (为 是 各 ”上 任意 的 第 五 点 , 则 

Oybbsr SD OumD— TS Oubir SOuy0m =0 z (84) 
是 在 这 五 点 上 的 二 次 曲线 ， 而 旭 这 五 点 所 确定 的 一 次 曲线 又 是 唯一 的 ， 所 以 (34) 一 定 是 
2". 最 后 , 令 . 站 

NA FO/ Outit, 

我 们 就 得 知 G/ 是 昌 线束 (88) 的 成 员 ， 


显然 ,直线 对 PQ，R5; PR, QS; PS, QR 是 这 个 束 中 的 三 条 退化 二 次 曲线 . 这 个 束 中 


的 退化 二 次 曲线 由 且 仅 由 满足 
|C 二 XC = | [oo 十 [Oo | = 
的 那些 入 值 给 出 . 因此 , 不 可 能 有 超过 三 条 的 这 化 二 次 上 友 存在 三 条 不 同 的 退化 二 次 曲 
线 说 明 |C+XC'| 一 0 的 根 是 实数 且 互 不 相同 用 |C+AXC | 去 代替 | 一 | 我 们 就 能 解 
析 地 证 明 这 些 根 总 是 实数 (参看 附录 ). 
在 (33) 中 假定 了 多 和 儿 ' 是 在 这 四 点 上 的 常态 二 次 曲线 , 在 习题 17 .10 中 , 我 们 将 要 
证 明 任意 两 条 不 同 的 二 次 曲线 (常态 的 或 退化 的 ) 都 可 用 来 定义 这 个 曲线 束 ， 应 用 退化 二 次 
曲线 就 给 出 了 得 到 在 五 个 一 般 点 上 的 二 次 曲线 方程 的 简单 步骤 . 
例 17.2 求 出 在 P; (1, 0, 一 1), Q@, (1, 0, 1), BR. (1,2,1), 8 (2, —1),T. (1 3, 0) 
上 的 二 次 曲线 方程 ， 
解 ， 首 先 ,我们 写 出 在 已 @, 已, S 上 的 曲线 束 方程 ， 其 中 两 条 退化 二 次 曲线 是 多 '= 
PQ, RS 和 必 ”==PR, QS， 因此， 
EC', va(2m1— v2) =0, 
CE". (81— wa vs) (V1— ta— ve) 一 0， 
从 而 
(i) CG 十 人 28073 一 02 十 和 (ZE 十 2 一 03 一 20i7o) 一 0 
是 这 个 曲线 束 的 方程 


Hr FT rr 力 -半生 H 有 和 生 外 


sh 
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把 J 的 符 标 代入 (i), 求 出 一 了 ,因此 所 求 二 次 曲线 的 方程 是 827 一 3 一 38 十 21s 一 0 
(比较 习题 17.14). 
对 偶 地 ， 设 多 加 5y 下 ,于 ,一 0 和 多 '， 吕 本 全 ,了 ,=0 是 两 条 线 素 二 次 曲线 ( 见 图 17-8 
(@)), 它 们 有 四 条 不 同 的 公 切 线 p: [P], gq: [9], rw: [LR], s; [8], 考虑 曲线 东 
PATD IAP GN DG G i (85) 
这 个 束 中 的 退化 二 次 曲线 由 完全 四 线形 pgrs 的 对 顶点 对 所 组 成 ， 容 易 证 明 , 束 (35) 的 方程 
可 以 用 | 
SD by + 和 AD by XR0 
营 代 ， 这 里 , 吕 甩 下 ,了 , 一 0 和 史 克 卫 ,一 0 是 任意 两 条 退化 二 次 曲线 


二 次 曲线 束 

设 色 且 0wwvwy~0 和 儿 '; Obwzmwy 一 0 是 两 条 不 同 的 (常态 ) 二 次 曲线 它们 的 交点 都 是 

实 的 .考虑 曲线 柬 | 
之 CAI 十 入 人 Oyvivy = 0. (86) 

我 们 这 里 关心 的 是 多 和 多 ' 的 交点 相同 时 所 出 现 的 情况 ， : | 

首先 , 假定 名 和 多 ' 以 卫 为 二 重 切 点， 以 不 同 点 @ 和 为 简单 交点 . 记 多 在 卫 点 的 
切线 为 p, 那么 , p 既是 多 的 切线 又 是 多 ' 的 切线 ， 从 而 2 是 这 束 中 每 一 条 二 次 曲线 在 卫 点 
的 切线 .这 个 束 中 的 退化 二 次 曲线 是 ”=~=p, QR. S06wwy=0 和 "=PQ, QR, 0% vw 
一 0, 后 者 应 该 计算 两 次 ， 因 此 , 这 个 束 可 以 由 

之 OU0401 十 和 之 OU wps™= 0 
来 确定 。 我 们 有 : 

定理 17.11 存在 唯一 一 条 二 次 曲线 ， 它 和 已 知 的 二 次 曲线 多 以 已 知 点 王 为 二 重 切 
点 , 以 其 它 两 点 为 简单 交点 , 并 且 在 任 一 给 定点 T 上 (T 既 不 在 多 上, 也 不 在 多 在 点 处 
的 切线 上 )，( 见 习题 17 .12.) 

其 次 ,假定 名 和 名 ' 以 卫 和 QP 了 为 二 重 切 点 , 公 切 线 分 别 是 和 由 于 多 和 多 ' 确 
定 的 二 次 曲线 束 包 含 两 条 不 同 的 退化 二 次 曲线 多 ”~=p, g 和 多” 一 PQ，PQ, 后 者 应 计算 两 
次 . 因此 有 

定理 好 .现存 在 唯一 一 条 二 次 曲线 ， 它 和 已 知 的 二 次 曲线 G 以 不 同 点 王 和 @ 为 二 
重 切 点 并 且 在 任 一 其 它 点 了 上 (T 既 不 在 多 上 也 不 在 多 在 也 点 或 Q@ 点 处 的 切线 上 ) 

当 多 和 乡 ' 以 也 为 三 重 切 点 , 以 @ 为 简单 交点 时 ， 由 这 两 条 二 次 曲线 所 确定 的 二 次 曲 
线束 只 有 一 条 计算 三 次 的 退化 二 次 曲线 

YC "~p, PQ. 5 Oww=0. 


假定 之 OU2121 十 oa 之 Oity = Oumms 
那么 ZOyrwi= FO DDS 一 0 之 Cw. 
于 是 有 


定理 1.13 ”村 在 唯一 一 条 二 次 曲线 多 , 它 和 已 知 的 二 次 曲线 多 以 了 为 三 重 切 点 ,以 
Q 交 了 为 简单 交点 ,并 且 在 另 一 点 全 上 ( 妖 不 在 上 也 不 在 多 在 卫 点 处 的 切线 p 上 ) ,这 
条 二 次 曲线 属于 由 多 和 退化 二 次 曲线 多 ”一 p，PQ 确定 的 曲线 东 ， 
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我 们 留 给 读者 证 明 
定理 17.14 存在 唯一 一 条 二 次 曲线 多 ， 它 与 已 知 的 二 次 曲线 多 以 P 为 四 重 切 点 并 
且 在 任 一 其 它 点 上 (这 点 既 不 在 多 上 也 不 在 多 在 卫 点 处 的 切线 2 上). 这 条 二 次 曲线 属 
于 由 多 和 退化 二 次 曲线 5 乡 "一 2D, p 所 确定 的 曲线 束 (见习 题 17.13)， z 


$ 17.2 问题 及 其 解 


17.1 求 由 1， 中 透视 让 线束 (D 和 (产生 的 轨迹 ， 
解 . 因为 这 两 个 束 是 选 视 的 ”所 以 中 心 连 线 BS 是 自 对 应 的 假定 这 条 直线 由 ~0 给 
出 , 则 {4z} {Dw}, 方程 (3) 化 为 ~ 
{Av} [{ Ho} — {Bo}1 —0. 
轨迹 由 中 心 直 线 {42} 0 和 透视 加 {Bo} {Bz} 0 组 成 
17.2 对 于 工 中 的 ( 非 和 视 ) 射 影 直线 束 (I) 和 ,证明 来 (中 的 直线 RS 在 来 (2) 
中 的 对 应 线 与 二 次 曲线 (3) 切 于 有 
证 明 ; 一 般 来 说 ,无 论 哪个 束 中 的 直线 都 和 二 次 曲线 (8) 交 于 两 点 一 束 的 中 心 有 或 8 
和 此 直线 在 另 一 东 中 的 对 应 直线 的 交点 人， 考察 直线 = BR8, {4w} + 和 {Bs} 一 0 和 它 在 束 时 
(2) 中 的 对 应 直线 gi; {Ds} 十 {0} 一 0, 由 于 一 psgi 一 尺 , 记 以 gs 与 (8) 切 于 襄 ， 
同 理 , 若 把 RS 看 作 束 (2) 中 的 二 线 , 则 它 的 对 应 直线 与 (3) 切 于 如 
17.3 求 例 地 .1 中 的 二 次 曲线 过 点 天 (一 29, 1, 24) 的 切线 方程 (如 果 有 的 话 ) 
解 : 了 的 极 线 2 是 ~ 


1 5 TI 六 一 29 
[zi，za，zs]| 5 一 2 2 1 |= — 99xs—99zs=0 : 
z 1 2 -3( 24 : 


或 | Za 十 2g 一 0. 
我 们 采用 下 列 两 个 步骤 之 一 : (i) 在 2 上 选 取 两 点 (0, 二 一 1), (1, 1 一 1); 其 余 步 又 ~ 
与 例 17.1(e) 相同 . (ii) 从 二 次 曲线 和 的 方程 中 消去 za 由 (这 可 得 
2 一 202 一 303 十 102jiza 一 20120 一 4 一 人 十 8oizo 一 973 
= (01+ 9%2) (ci 一 Za) 一 0. 
因此 , 2 和 二 次 曲线 的 交点 是 (9， 一 1, 1),，(1, 1， 一 1). 在 (9， -二 1) 上 的 切线 方程 为 


站 1 5 4m 9 ~ 
[wy va, ws]| 5 -2 21-1|-0 
1 2 -8| 1 : 


或 Bwit+49zs+4vs=0， 时 
在 (1, 1， 一 1) 上 的 切线 方程 为 
Bwi+ wast 6%a=0. 
17. 和 4 证 明 : 若 从 点 P; (p) 和 Q: (9q) 本 出 的 8 的 四 条 切线 是 不 同 的 则 P, @ 和 这 四 @ 
条 切线 的 切 点 在 一 条 二 次 曲线 尹 上 
证 明 . 设 把. 之 Ce 一 0 网 有 机 个 雪上 > Op 0 上 ， 两 个 加 语 在 soma 
.上 ,于 是 
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C'S Om TOP DOupr 2 Ov —0 

在 这 六 点 上 . 

17.5 证 明 : 若 一 个 三 角形 内 接 于 二 次 曲线 多 则 它 的 任 一 也 的 夫 视 名 六 基 祭 两 过 了 
一 对 共 思 氮 ( 见 习题 9.6). 

证 明 : 把 内 接 三 角形 取 作 举 标 三 角形 4 4BO， 其 坐标 为 4, (1, 0, 0), B, (0, 1, 0)， O 
(0, 0, 1); 则 5 的 方程 为 (21) 式 ， 考察 边 O= 4B:xs=0, 4 的 极 线 方程 为 ats 十 Oa1%s 一 
0, 已 的 极 线 方程 为 Olaoi 十 Oasws 一 0 所 以 OQ 的 极点 是 0O: (Os, 018， 一 019). 在 0 上 取 . 
(1, %, 0)， 则 

OP.pOiaol 一 Orzs 十 (DOas 一 Ois)zs 一 0 

与 O 共 轿 .。 OP 和 < zw1 一 0,，8，zo=0 的 交点 分 别 是 Q@ (0，pO0ss 一 O18，012) 和 有 
(POs8 ~ Osa, 0 “20s). Q@ 关 于 才 的 极 线 方程 是 / 


0 OO Ol 0 | 
[%:, za, Tal *| Oss 0 Oas | pOUss— O18 一 0 
_ O81 Oa 0 _- O19 
或 PO1381+ O1959 + (PO38 — O18)r3 = 0, 


这 条 极 线 显然 在 有 上 ， 于 是 @ 和 有 R 关 于 名 共 苑 . 
17.6 证 明 ， 关于 二 次 曲线 多 的 两 个 自 配 极 三 角形 的 六 个 项 点 在 另 一 条 二 次 曲线 留 / 
证 明 ， 取 举 标 三 角形 4BO 作为 两 个 三 角形 之 一 , 则 
€. Oil 十 Oaaz2 十 Oaac3 一 0 
设 天 (2), Q&. (@), R.. (r+) 是 第 二 个 三 角形 的 顶点 (读者 可 证 明 ; 车 了 P, @, BR 的 任 一 佬 标 为 
0, 则 这 个 定理 不 成 立 ). 


上 的 极 线 方 程 为 
Oi1D181 + Oo pata Oss pera = 0, 
车 (i) | z OuipD1q91 + O22 paq2 -t+ Oss peqs =0, 
GD) O11 pir1+ Og2para Osspars = 0， 
则 这 条 直线 在 @ 和 上 ,因此 ,只 要 (i), (ii) 和 
(iii) O11g9171++ Ogg9ara-+ Oaggqars=0 
成 立 , 则 PQB 是 关于 多 的 自 配 极 三 角形 . 
由 这 些 方程 可 得 
di171 Gara deral 
pa Para pera|=0, 
Pi91 Paqs Pads 
上 式 各 列 分 别 除 以 piQ171， Paqaro，psga7s， 得 
i 1 
PB1 Pa Ps 
Gav) .| 
dg1 9 gs 
1 1 1 
Fy Fae ， 
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Giv) 式 保证 了 存在 不 全 为 0 的 常数 a, 5, c, 使 得 


-1 1 1 
一 - 一 一- @ 
D1 Pa Ps 
1 1 1 
WY 页 页 页 人 
1 1 1 
z -一 一 一 - C 
T1 rs | | | 一 
”显然 ,5 an Lo 二 0 是 折 求 的 二 次 曲线 因为 ,由 (v) 它 在 PP， Q 上 ， 由 (21) 
式 它 在 4 B, O 上. 
17.7 证 明 ; 者 一 个 完全 四 边 形 的 两 对 对 顶点 是 关于 一 次 曲线 CG 的 状 旬 局 ， 加 第 
也 是 共 簿 点 . 


证 明 ， 设 四 边 形 的 边 是 : &. [1, 0，0]，2: [0, 1, 0] ， oo, 0, 11, a 1, % 的 方 
程 是 也 Cuwiwi 一 0 假定 G 一 0.0: (0, 0, 1), 了 =e; (1， 一 1, 0) 是 一 对 关于 多 的 共 轿 点 ， 
则 了 在 CO 的 极 线 上 ,因而 Cas=Css。 同 理 , 阁 B=ca; (0, 1, 0) 和 吾 一 0.e: (1 0, 一 1) 是 
一 对 共 示 点 , 则 Oi= Cas。、 现 在 ,4=Dc: (1, 0, 0) 的 极 线 是 041w1 十 Os1(zs 十 m8) 一 0, 且 此 极 
线 在 D=a.e. (0, 二 一 1) 上 ,所 以 4 和 也 共 斩 . 

17.8 证 明 : 若 Q, S 是 二 次 曲线 多 上 两 点 , 4， 0 是 关于 多 与 QS 类 榴 任 一 直线 
的 一 对 共 施 点 , 则 4Q@*O8 和 48.CQ 在 红 上 (见习 题 9.26 和 117 .24). 1: 

证 明 ; 取 O: oi= zava 和 几 上 的 点 @; (0 1, 0), S, (0, 0, 1), 召 ;: (1, 1, 1) 以 及 QS 的 
极点 已 : (1, 0, 0)、 避 上 的 直线 7. wo 一 awms 一 0 与 QS 共 轿 .. 在 + 上 取 O. (2 a, 1)， 它 的 极 
线 201% 一 wa 一 ars 一 0 交 7 于 AA. (a, 60, 0), 于 是 , 4Q. m1 一 ava 一 0 和 OS.awmi 一 bmws 一 0 交 于 
U. (ab, @, .0°), AS, bmi1— waw=0 和 和 OQ. mi— bws—=0 交 于 了 . (5, 3, 1)， 显 然 U, 了 VV 在 名 
上 . . ”i 
17.9 证 明 ; 车 一 个 点 在 一 条 已 知 直线 上 移动 , 则 它 关于 两 条 已 知 二 次 曲线 的 极 线 的 交 
扩 在 第 三 条 二 次 曲线 上 . : z 

证 明 ， 设 已 知 直 线 由 了 ，(p)，Q@: (9) 两 点 确定 ， 已 知 的 二 次 曲线 为 oywwy=0 和 
之 Oo 一 0 点 (wp 十 Ng) 关于 已 知 二 次 曲线 的 极 线 分 别 为 ospreyt ho aug 和 
之 0ypiwy 十 入 25491wi 一 0, 消去 入 ,得 

2 IPD 2 bgt — Togivs' 2 bypirs = 0, 
这 就 是 第 三 条 二 次 曲线 的 方程 . 
17.10 证 明 ; 四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 (33) 可 由 
之 0Ow0O40f 十 2 Ov mm = 0 
给 定 ， 其 中 之 Cowvioi 一 0 和 了 OUanoz 一 0 是 在 基本 点 上 的 任意 两 条 二 次 曲线 (正常 的 或 退化 
的 ). z 

证 明 : 假定 之 Owow=0 和 之 O4wiwy 一 0 是 (88) 式 分 别 取 入 = 和 和 入 = 和 og 而 得 到 的 ， 
考 虞 : 

(1) ZF Owe t+ NT Omg, : 

= (2 Opt ME Oyvy) + ND Ow ha Omewy) 
= (1+NA) ZB Owewt Nit NAN) Oywviwy = 0, 
或 (ii) ZS Oyet WZ Oyviw™ 0, 
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其 中 一- 下 和 人 * 一 或 4 一 coh 一 一 1， 因 为 (4 和 Dp 对 或 上 来 说 都 


是 线性 的 ,所 以 (让 和 (88) 是 同一 个 束 的 方程 . 

17.11 求 在 点 Q: (1, 90, 1), BR. (1, 1, 0), 7. (1, 1, 1) 上 且 与 2 mitrat ee™0 切 于 
P. (一 1, 0, 1) 的 二 次 曲线 方程 . 

解 ， 在 @， 呈 上 且 与 p 切 于 了 的 二 次 曲线 束 中 ， 有 两 条 退化 二 次 曲线 一 2 Q 和 
PQ, PR. 于 是 ,这 个 束 的 方程 是 

(十 oo 十 oa) (人 一 0a 一 08) + Nva (0 一 0 
取 和 一 8, 得 出 东 中 在 了 上 的 二 A 
一 4x2 一 三 十 3cava 十 zaos 一 0. 

17.12 一次 沿线 的 方 和 ， 它 和 儿 , 3 十 一 42z3- pr 十 300 有 一 重 切 点 了 ， 
(1, 1, 0), 简 单 交点 Q; (1, 0, 1) 和 BR (1, 2, 1), 且 在 .i, 2) 上 , 

解 ， 多 在 P 处 的 切线 是 p. za= 0， 所 求 的 二 次 曲线 在 下 列 曲线 东 中 ;这 个 曲线 束 有 两 条 
退化 曲线 : 多 “一 2，QR: zs(za 一 2a) 一 oY” PQ, PR. (wa 2 一 28) (V1 一 V9 十 va) 一 0， 因 
而 束 的 方程 是 

Za(O1 一 08) 十 入 (wi 一 py ge) (wa 一 Za 十 08) 一 0， 


取 和 一 一 豆 ， 得 所 求 的 二 次 曲线 方程 
绒 十 3 十 碍 一 2w21024 一 201N8 一 0， 
17.18 求 二 次 曲线 的 方程 ， 它 在 了 (0, 1 0) 上 , 且 和 久 中 十 吗 一 二 anmo+2omr0 
有 四 重 切 点 P: (1, 0, 1). 
解 ， 名 在 处 的 切线 是 pm22s 一 mw 一 0， 和 人 儿 有 加重 切 点 卫 的 向 线束 中 的 每 一 条 
二 次 曲线 都 以 2 作为 它 在 了 处 的 切线 ， 这 个 束 仅 有 一 条 退化 二 次 曲线 (计算 两 次 ), 于 是 束 


的 方程 为 
人 十 人 0 一 n+ 2903 20 Us 十 和 (Ci 十 205 一 0a)3=-0. 


取 和 一 一 子 ， 得 出 所 求 的 二 次 曲线 方程 
38%1— B03 Avim9 + Qems 十 12zaas 王 0. > 3 


$17.3 补 充 题 全 
19.14 求 在 点 BR. (1, 0 一 1), 8 0, TD 2 1), U, (ly. -1), 3 
0) 上 的 二 次 曲线 G 的 方程 . z 
提示， 取 5 为 生成 多 的 射影 束 {4m} 十 Bz}=0 和 {Do} 十 和 {Bw}=0 的 中 心 , 设 
和 一 oo, 0, 1 时 分 别 得 到 点 ,DU, , 则 BU,my+ms=0, BRT; mw5+vam0,， RF(30 ast 
Sss 一 0; 所 以 (4 一 2 二 2 一 0 和 {Bo} moyen 同 理 ，{De} = 1 一 一 一 me 一 0 和 
{Be} ~ 201 — 20s 0. 1 
答 染 。 8wI 十 2z21%9 一 必 2 一 302~—0. 
17.15 求 在 S. (0, 3, 1) 与 za 一 "0 相 罗 县 在 庶民 (1, 3 了 4: (~l, 2, 1)，77: 
(2, 0, 1) 上 的 二 次 曲线 方程 
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“提示 :选择 RD 和 RT 的 表达 式 4m} 0 和 {Bo}=0, 使 得 R86; {48} 十 {Bw} =0, 选 
择 SU 和 ST 的 表达 式 {Dw} =0 和 {Ew}=0, 使 得 {De +t {Bs} ~ 8060, 
，， 答案; 6%1— +1lwepar 2403—0. 

17.16 求 在 直线 7; [0， 1, 1]1, s. [1, 0, 1]) 5 [1 3 ,ww 也 mw 6 园 上 
的 二 次 曲线 方程 .， \、 

答案 ,8 下 ?十 及 3 一 4 及 9 一 st Ek 四 

17.17 求 与 201 二 zs 十 vs 一 0 切 于 (一 1 1, 1), 与 2%4- pa— 320s=0 切 于 (1， 0 "1, 自己 
wa 十 2wa 一 0 相 切 的 二 次 曲线 方程 


答案 : (a) 于 汉 b 人 


答案 :5 及 ?一 388 Kat 24XI Xs 108XI 146X, Xt A460. 
.17.18 . 证明: 10w1 一 zat+8vs 一 0 与 例 坪 .1 中 的 二 次 曲线 相 切 . 
7.19, 求 = 次 曲线 ， .| 
: Ti 8 3 - 
_2 3 

(a) (2, 1, 0) 和 (1, 2, 1); (b) (0, 3, 2) 和 (4, 1 —4); (oY(2, 1, 0) 和 (1, -1, -1);- 

答案 (a) (8, 0, 一 1), (1,: ~4, -8); (b) (2; ~1, —8)., 

(b) 求 这 条 二 次 曲线 上 在 点 (2, 一 1, 2) 上 的 直线 ， 

提示 在 一 1,， 2) 上 任 ™™ 直 线 的 方程 为 

-4 7 -5 | 
7 ‘1. | 站 加 
5 -5 10| 了 四 

(b) 2 一 20s 一 2rs 一 0，zi 十 8za 二 3ca=0、 
-1], s. [1, 0, 1], t. [1, 1, 2). 

答案 。 及 ?一 8 及 5 一 证 3 十 6 玉 1 玉 ,二 0， 

(b) 证 明 ; 车:R: (p) 在 (a) 中 二 次 曲线 的 内 部 , 则 在 上 的 每 一 条 直线 与 二 -次 曲线 交 
于 两 个 不 同 点 ， 

17.24 证 明 ， 任何 二 次 曲线 多 的 方程 可 化 简 为 

”oo 一 0. 

的 顶点 ,再 在 多 上 取 已 : (1, 1 3 1)., 
17. 上 站 求 内 切 于 举 标 三 角形 的 二 次 贞 线 的 方程 ， 


提示 : 先 从 GD 和 直线 方程 消去 m, 然后 证 明 它 是 GD 中 的 一 条 直线 ， 
[wi, wo, wsl = |- 、 
Za | 加 
和 下 列 两 点 连 线 的 交点 (如 果 有 的 话 ); : 
17.20 ， 他) 用 直线 坐标 写 出 习题 17 .19 中 二 次 曲线 的 方程 
0 十 2 十 0 十 ca 一 0 
17.21 求 二 次 曲线 的 方程 ， 它 的 五 条 直线 是 ; p. [1, 0, 一 1], 9g; [1, 2, 1], 7, [i, 2, 
17.22 (a) 证 明 , 车 pi 十 p; 一 p>>0, 则 了 P， (p) 在 二 -次 出 线 wt 十 3 一 3 一 0 的 外 部 ， 
17.23 证 明 : 每 一 个 关于 二 次 曲线 的 自 配 极 三 和 
提示 : 取 允 上 上 的 4a: (0, 1 0)，4s: (0,0,1) 和 4 人 的 概 局 4 为 全角 AiAsAs 
提示 ， 若 2 一 0 与 之 Owwiwy 一 0 相 切 , 则 08s 一 0s4.Ogs， 
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19.26 设 P 点 不 在 多 上 , PP 关于 多 的 极 线 为 p, @ 是 多 上 任 一 点 ，% 在 @ 处 的 切 
线 为 9， 证明.p.PQ 和 p.g 是 共 生 反 . 
”19.27 设 4, B, 了 是 二 次 曲线 的 不 同 点 ， 证 明 , P4， PB 被 史 处 的 切线 有 Pp 和 AB 
的 极点 的 连 线 调和 分 隔 。 
17.28 设 4,B 是 关于 % 的 共 叔 点 、 在 4 上 取 直 线 7 交 多 于 已 @; BP，BQ 又 分 
别 交 多 于 及 , 8， 证明, 4， 有 ,局 共 线 . 
17.29 证明: 车 完 全 四 点 形 内 接 于 二 次 曲线 G， 出 它 的 对 角 三 角形 关于 名 是 自 配 机 
的 . 
攻 到 四 点 素 的 顶点 为 坐标 三 角形 的 顶 总 和 单位 点 
5.30，(a) 证 明 : 顶点 是 4: (1, 0, 1), B; (1, 一 1, 0), 0: (1, 1, -1) A 
二 次 曲线 加 
6, d+1608 二 和 丰 一 16%im, — amyei 二 22ouoa-0 
是 自 配 极 的 . or z 
(b) 车 把 8 本 机 三 角形 作为 人 村 三 角形 则 名 的 方程 为 
92xi2 十 36202 一 9z82 一 0，. 


Ti dl 如 ， 
0 -1 1 XA 


和 = 

_1 0 i 
(0) 求 卫 '=AX, 并 验证 ， 十 反扑 三 5 作为 业 标 硬 和 
《d) 在 (b) 中 引进 变换 


提示 ; 利用 


.Ww 
0 


0 | x BE 


-lm © 


0 0 3 i 
并 验证 , 由 子 ~A4-1B-+X"” 可 以 推出 9 的 方程 为 
212 十 222 一 32 一 0 
(e) 证 明 : 互 ”" 一 有 4 并 保持 举 标 三 角形 和 相应 的 单位 点 如 (5, 1, 0) 不 变 ， 
17.31 (ga) 证 明 ;, 顶点 为 4; (1, 一 1,， 0),B : (7, -—8, —4), 0: 届 3, 4) 的 三 角形 内 
接 于 二 次 曲线 
GC. wi do | opip, {deus —0. 
(Cb) 证 明 ， 者 把 这 个 三 角形 作为 坐标 三 角形 ， 则 % 的 方程 为 zm! 一 -wit dni =0. 
(o) 证 明 ， 变换 0 一 do1, ws2 = 2, 一 到 把 多 的 方程 化 简 为 2l02 一 01 +s = 0. 
(d) 求实 现 上 述 化 简 的 变换 肝 ”= 入 开 的 方程 ， 证 明 相应 于 三 角形 4BO 的 单位 点 是 
-E, (8, —1, 0). : 


17.32 ”证明 从 好 有 一 条 二 次 曲线 在 点 a 0, 0), Co ,0), (6, 0, ,D 上 有 与 001 十 


214 第 十 七 章 二 次 有 线 
bza 一 (@ 十 5)vs 二 0 切 于 (1, 1, 4), 

17.33 证 明 ， 车 PQB 不 是 关于 多 的 自 配 极 三 角形 ， 网 的 各 项 上 要 级 交 对 过 了 共 强 
点 . 

17.34 若 一 个 三 角形 的 顶点 是 另 一 个 三 角形 关于 多 的 极点 ,证 明 : 第 二 个 三 角形 的 顶 
点 是 第 一 个 三 角形 的 边 的 极点 ， 每 一 个 三 角形 称 为 另 一 个 三 角形 的 配 极 三 形 . 多 的 内 
淡 三 角形 的 配 极 三 角形 是 什么 

17.35 证明; 二 极 三 角形 是 透视 的 , 透视 中 心 和 透视 轴 是 极点 和 极 线 的 关系 . 

17.36 0 和 殖 是 关于 二 次 曲线 G 的 共 亏 点 ，D 是 上 一 点 ， 著 DO 和 DD 加 育 与 多 
分 别 交 于 五 和 @, 证 明 ; (a) 0 和 FG 是 关于 多 的 共 思 e 线 ; (b) 09 和 如 FP 交点 站 从 上 . 

提示 : 如 习题 17 .5 那样 取 毕 标 三 角形 ,在 多 上 取 D, (1, 1, 攻 , 则 4B 上 的 也, (bw 0) 
共 罗 于 0. 

于 .37 取 内 接 三 角形 作为 三 角形 4BD, 其 中 4; (1 0 0), 8. (0, 1, 0)， Ra 1 DD); 
取 0; (0, 0, 1) 作为 4B 边 的 极点 ,证 明 习 题 17.15. 

17.38 设 点 了 ; (y) 和 (2) 在 二 次 曲线 束 (器 ) 上 ,但 不 是 它 的 基本 点 ， 证 明 ; (a) 了 
关于 曲线 束 (38) 的 极 线 组 成 一 个 直线 束 。 (b) 直线 东 的 中 心 和 了 关于 则 线束 申 的 每 一 条 
二 次 曲线 都 是 共 孝 的 ，(0) 直线 了 2 关于 曲线 束 (83) 的 极点 在 

AA TDY Oopy 一 之 Out "之 Oy =0 
上 ， 

17.39 证 明 ; 完全 四 点 形 PQRBS 的 对 角 三 角形 是 由 卫 ， 8, 忌 8 确定 的 在 四 点 形 上 的 
二 次 曲线 东 中 每 条 二 次 曲线 的 自 配 极 三 角形 . 

提示 : 取 四 点 形 的 顶点 为 (1， 士 l 土 切 和 (1， 士 二 干 1). 

17.4 证 明 ， 外 黑 于 习题 们 :39 中 的 四 点 形 PQRS 的 二 = 次 曲线 多 和 内 切 于 四 线形 
24I8(2，0，9 8 分 别 为 G 在 P, 8@, BBS 处 的 切线 ) 的 二 次 曲线 有 公共 的 自 配 极 三 角 背 ， 

17.41 证 明 ， 若 四 点 形 中 的 二 次 曲线 与 不 在 顶点 上 的 直线 p 相交, 则 交点 是 p 上 一 个 
对 合 的 互 道 对 , 这 个 对 合 由 2 和 四 点 形 的 两 组 对 边 的 交点 所 确定 . 

17. 各 习题 雯 .和 1 中 的 对 合 什么 时 修 是 双 曲 型 的 ?什么 时 候 是 椭 贺 型 的 ? 

17.48 设 从 点 了 , (yg) 能 作 儿 ,于 0wwiwy=0 的 两 条 切线 ,证 明 这 些 切线 的 方程 是 

ZF Oy > Out 一 (F007) 2 一 0. 

17. 鱼 ” 求 与 四 一 za 二 ze=0 切 于 卫 . (1, 2, 了 ), 与 1 十 3 一 2 一 0 切 于 有 RE. (1, v0, 1), 间 
在 T; (1, 1， 一 1) 上 的 二 次 曲线 的 方程 

”答案 7z1 — 482 — 3 ~ mt8 + Bmara = 0. 

17. 外 求 在 7T. (1, 一 1, 1) 上 和 目 与 22 十 22 十 8z23 一 201%s 一 a, 有 二 重 切 点 

P, (1, 1, 0) 和 BR, (1, 0, 了 ) 的 二 次 曲线 的 方程. 

答案 2z1 十 2z2 十 3c8 一 4zazo 一 Bwapi + 6vavs = 0. 

‘17. 46 求 与 0 一 2 地 十 mao 一 aozl 一 ~ 0a05 =0 有 三 重 切 点 了 . (1, 0, 1) 且 在 点 @， 他 1 ,0) 
和 了 : (1, 0, 0) 上 的 二 次 曲线 的 方程 ， “ 

答案 2202 十 w3 一 92818g 一 gw 十 2%ats 二 0 

17.47 证 明 : 若 多 和 多 ' 是 四 个 不 同 点 上 的 两 条 二 次 曲线 ， 了 是 平面 上 作 一 点 , 则 了 
关于 由 多 和 多 ' 确 捉 的 曲线 束 中 的 二 次 上 曲线 的 极 线 


Tr pm ne pr ct re Fr PE ee a i 
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(a) 是 相同 的 ( 当 了 是 一 条 退化 二 次 曲线 的 奇异 点 时 )， 

(b) 否则 , 它们 组 成 直线 东 , 并 指出 直线 东 的 中 心 (要 讨论 两 种 情况 ). 

17.48 证 明 :四 点 形 上 的 二 次 曲线 束 中 的 二 次 曲线 有 唯一 一 个 公共 的 自 配 极 三 角形 . 

17.49 证 明 若 多 和 多 ' 是 不 同 的 二 次 曲线 ， 它 们 在 不 同 点 卫 和 尽 上 有 二 重 切 点 ， 则 
由 它们 确定 的 束 中 的 二 次 曲线 有 无 数 个 公共 的 自 配 极 三 角形 . 

提示 : 从 在 卫生 处 的 公 切 线 的 交点 4 一 2 开始. 

17.460 叙述 并 证 明 习 题 17 .47 一 17 .49 的 对 个 

17.51 车 关于 曲线 东 中 的 每 一 条 二 次 曲线 , 了 都 共 斩 于 了 ,， 则 称 了 关于 曲线 东 共 罗 
于 了 了。 对 于 四 点 形 上 的 二 次 曲线 东 , 证明，(s) 不 在 公共 的 自 配 极 三 角形 上 的 点 是 成 对 共 思 
的 ，(b) 自 配 极 三 角形 的 一 边 上 的 每 一 点 都 与 这 边 的 对 顶点 共 轿 ; (0) 一 个 顶点 与 其 对 边 上 
每 一 点 共 思 (对 边 上 的 顶点 除外 )， 

17.52 证明, 巴 斯 卡 定理 ; 若 简单 六 边 形 414s4s444s hs 内 接 于 二 次 曲线 , 则 它 的 三 对 
对 边 交 点 R= 414,: A.As, S= A,As* ArAe, DAsA,. 4e4: 共 线 . 

提示 ; 设 多 Owwwy 一 0 在 41 和 4s 处 的 切线 交 于 B， 取 4: (1, 0 0), 4,: (0, 1 0)， 

B. (0, 0, 1) 和 4s: (1, 1, 1 则 用 丰 一 oaza。 取 4 (十 oo，4s 1， 六，0)，4e 
CL, ‘0, 0). 

于 .53 到 六 边 形 的 三 个 顶点 为 坐标 三 角形 的 顶点 ， 取 (eu， 0%， qo), (bs, bs, bs), (cu 
ca，%a) 为 剩 下 的 顶点 ,证 明 巴 斯 卡 定理 . 

17.5% ”利用 习题 二 .52 中 的 二 次 曲线 及 其 内 接 六 边 形 ， 证 明 外 切 六 边 形 ( 它 的 各 边 分 
别 是 多 在 4 42， As， 4 4 4e 处 的 切线 oa，ca，as， 和 dz， ao) 的 布 利安 又 点 是 巴 斯 卡 
线 BBT 的 极点 。 


第 十 八 章 ”射影 几何 . 仿 射 - 
儿 何 和 欧 氏 几何 
$18.1 基本 内 容 

1. 射 影 群 

:我 们 说 ,所 有 非 奇 异 阶 方 阵 的 集合 G 关于 乘法 构成 一 个 群 . 因为 ， 当 4, 8 为 G 
中 任意 短 阵 时 ， 有 
.Gi) 4B 和 BA 在 G 中 (封闭 性 )， 

(ii) A4(BO) =(4B)C( 结 合 性 ). 

(iii) 在 @G 中 存在 矩阵 了 (单位 矩阵) 使 得 74- 4T- 4. 

iv) 对 于 G 中 每 一 个 矩阵 4 存在 G 中 的 矩阵 4-4(4 的 这 答 阵 ) 使 得 4 4-14 

= . 
如果 在 G 中 还 有 : 

(Y) 4B-BA(A.B 是 G 中 任意 矩阵 ) (交接 律 )， 则 群 G 称 为 交 抽 群 或 阿 丰 尔 群 非 
奇异 mn 阶 方 阵 所 成 的 群 G 是 非 阿 贝 尔 群 . 

当 用 齐 次 坐标 来 表示 时 ， 直线 到 让 身 的 射影 变换 实质 上 是 非 奇 异 的 2 阶 方 阵 而 平面 到 
自身 的 射影 变换 实质 上 是 非 奇 异 3 阶 方 阵 ， 若 把 两 个 矩阵 的 滋 积 解释 为 两 个 变换 相继 施行 
的 结果 (见习 题 16.48), 则 有 

定理 18.1 直线 到 自身 的 所 有 变换 的 集合 构成 一 个 非 阿 贝尔 群 . 

定理 18.2 ”所 有 形 如 

pA’'= BX, |E|¥0 (1) 
的 平面 到 自身 的 射影 变换 (直射 变换 ) 的 集合 构成 一 个 非 阿 贝尔 群 , 称 为 一 般 射影 群 .7 

直线 上 的 射影 几何 的 内 容 由 在 定理 18.1 的 群 下 保持 不 变 的 那些 点 集 的 性 质 所 组 成 平 
面 上 射影 几何 的 内 容 由 在 定理 18.2 的 群 下 保持 不 变 的 那些 平面 图 形 的 性 质 所 组 成 ， 注 意 ， 
可 不 考虑 平面 而 研究 直线 上 的 射影 几何 ， 也 可 把 这 种 研究 作为 以 这 条 直线 为 二 重 线 的 对 平 
面 所 有 直射 变换 的 研究 的 副产品 而 得 到 . 


2. 射影 群 的 子 群 


在 G 是 群 G 的 元 素 所 组 成 的 非 空子 集 且 G' 本身 满足 群 的 条 件 , 则 称 G' 是 G 的 子 群 
例如 , G 中 所 有 行列 式 为 土 的 矩阵 所 成 的 子 集 是 G 的 子 群 。 而 这 个 子 群 (从 而 群 G) 又 有 
一 个 由 G 中 所 有 行列 式 为 十 [的 矩阵 所 成 的 子 群 ，G 的 子 集 Br 是 子 群 的 基本 条 件 是 ; (i) 
G 合 有 它 的 每 一 个 元 素 的 道 , (ii) 对 于 G' 中 的 每 一 对 4, B, G’ 含有 4B， 因此 由 9 中 所 
有 行列 式 为 -1 的 矩阵 所 成 的 子 集 不 是 子 群 。 我 们 在 这 里 不 想 对 .9 的 子 群 作 彻底 研究 ， 
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在 以 后 几 节 中 我 们 要 赤 着 考虑 某 些 有 趣 的 子 群 
在 平面 内 任 取 一 条 直线 7 并 选择 一 个 坐标 系 , 使 得 7 为 耸 标 三 角形 的 边 me= 0, 形 如 

PY1 一 61191 十 8130a 十 61808 ; , 。 

11 819 


*0 (2) 


/ 
po 一 esi 十 eaa0o 十 eas0g， |E | 一 ess 
Coal 699 
ps = 本 Ca3 必 8， 


的 直射 变换 以 zs 为 二 重 (不 动 ) 直 线 . 我 们 留 给 读者 证 明 , 所 有 形 如 (2) 的 直射 变换 的 集合 
构成 .9 的 一 个 子 群 9 。. 


考虑 .9 中 形 如 
pof 一 61121 十 el828， 
pv2 = 6liVa 十 6agza， eli*6s3 天 0 (3) 
prs =— Ca33, 


的 元 素 , 由 于 (3) 在 ws 一 0 上 得 到 的 是 恒 等 变换 《证明 (1, 0, 0)，(0 1,.0) 和 (1, 1, 9) 是 不 
动 点 ), 因此 , ws 一 0 是 这 些 变 换 的 二 重点 的 直线 . 而且, 所 有 形 如 (3) 的 .9 。 的 元 素 所 成 子 
集 构成 .9 。 的 一 个 子 群 (证 明 这 点 )， 因 此 也 构成 了 .9 的 一 个 子 群 ， 这 个 子 群 由 透视 ( 当 
eu 天 683 时 ) 和 平 射 ( 当 ed 一 eas 时 ) 所 组 成 


3. 仿 射 几何 


在 第 十 三 章 中 ,我 们 得 到 伤 射 平 曾 的 方法 是 , 从 射影 平面 中 丘 半 出 一 条 直线 赋 于 这 条 
直线 特殊 性 质 并 称 它 为 理想 直线 ， 或 者 从 射影 平面 中 除去 这 条 直线 取 ? 为 坐标 三 角形 的 
边 ma 一 0, 由 此 推出 , 形 如 (2) 的 直射 蛮 换 可 以 解释 为 那些 使 理想 直线 保持 不 变 或 使 仿 射 平面 
(适合 ms 姑 0 的 全 体 点 (ws, wo, ms) 变 到 自身 的 变换 。 

”采用 齐 次 坐标 ， 仿 射 平面 的 每 一 个 点 可 由 形 如 (wz, zo, 1) 的 举 标 给 出 采用 菲 齐 次 举 
标 ; 仿 射 平面 的 每 一 个 点 可 以 写成 (ou ) 的 形式 ， 采 用 齐 次 坐标 , (2) 式 可 以 写成 


F 
V1 = 01401 C19T3 二 W188t8, 
iT Wi19 


02 = 0al01 十 Gaswa 十 Ca803， | A = 关 0， (2a) 
. 1C31 Won 
03 一 Ta, 


z C2) 中 的 每 一 个 系数 是 (2) 中 相应 系数 除 以 ess 关 0。 采 用 非 齐 次 坐标 形式 ， (3) 可 以 写 万 


0 一 QH401 十 ad 十 Qi Wa 
1 34/ 13， £0. 


| ~ 4f 一 Cold 十 Gaasb 十 Gass Cadl Wsa 
而 信和 几何 的 内 容 是 直上 在 人 英杰 换 天 下 保持 不要 的 信和 平面 的 图 形 手 质 旺 
成 的 . 


4. 坐标 系 


”” 六 射影 平面 变 到 仿 射 平面 时 , 可 能 使 用 (射影 平面 的 ) 坐 标 三 角形 失去 边 za=0， 那 时 剩 
王 的 边 四 =0 和 w=0, 取 作 坐 标 轴 -mg 一 0《wzi 沿 着 此 贡 变 化 ) 为 wz 轴 ( 非 齐 次 坐标 形式 即 
为 2 辐 ) 和 00 沿 着 此 轴 变 化 ) 为 za 轴 ( 非 齐 次 坐标 形式 即 为 y 轨 ) . : 这 两 个 轴 的 交点 
(0, 0, 1) 或 (0, 0) 称 为 原点 . .% 轴 和 Yy 轴 上 的 理想 点 分 别 是 (1, 0, 0) 和 (0, 1, 0). 

在 后 面 的 内 容 中 ， 当 使 用 非 齐 次 华 标 比较 方便 的 时 候 ， 我 们 就 使 用 非 齐 次 坐标 。 然 而 ， 
:为 了 给 射影 定理 以 射影 解释 , 齐 次 坐标 还 是 必要 的 ， 在 这 种 场合 , 将 采用 使 ze= 1 的 特殊 仿 
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.i 
射 坐标 集 . 


5. 仿 射 变换 


” 信 射 变换 (3c) 把 点 变 到 点 , 直线 变 到 直线 ; 它们 还 保留 共 线性 和 共 点 性 ， 如 果 两 条 仿 射 
喜 线 不 相交 (它们 的 交点 在 理想 直线 上 )， 我 们 就 称 这 两 条 仿 射 直线 平行 。 因为 仿 射 变换 保 
擂 理 相 直 线 不 变 , 所 以 它们 把 平行 的 仿 射 直线 变 到 平和 的 伪 庙 直线 ， 因 此 , 信 射 变换 保持 平 
行 性 . 

其 次 ,考虑 在 一 条 仿 射 直线 上 的 不 同 点 了 P,p,Q; BR," 和 8 s。 由 于 在 伪 射 变换 下 ， 交 

比 (P, Q; B, 8) 保持 不 变 ( 见 第 十 六 章 ), 因此 当 这 些 点 是 仿 射 点 时 , 同 料 的 浊 实 在 仿 射 变换 
下 也 成 立 ， 假 定 了 , 9, R 是 直线 1 上 的 仿 射 点 , 但 8 一 是 直线 1 上 的 理想 点 ， 一 个 一 般 
人 几 和 扫 所 这 下 点 委 曙 到 直入 V 上 的 点 了 UR,P. 和 由 | z 
/ (P, @; BR, P ) | 


所 以 线段 PQ 被 有 B 所 分 的 两 线 朋 的 比 是 仿 射 不 变量 
最 后 , 设 4. (@1, 9, 1), B. (b1, ba, 1), OO. (61, 03, 1) 是 仿 射 平面 的 三 个 不 共 线 点 ， 定 
义 三 角形 4BO 的 度量 /为 


lo gm 1 
b: ba 1 
: c1 cao 1 : 
(读者 不 难看 出 ,不 考虑 符号 , 几 就 是 以 单位 平方 表示 的 三 角形 4BO 面积 的 两 倍 ， 也 会 记 起 
度量 的 符号 依赖 顶点 坐标 在 行列 式 中 的 顺序 ， 即 三 角形 旋转 的 方向 。， 我 们 取 0; (0, 0, 1)， 
且 , (1,0, 1), J (0, 1 1) 为 顶点 和 度量 , 

0 0 41+ 

1 0 1,=+1i 

ot1 


的 三 角形 0 卫 J 为 度量 单位 ( 见 图 .8-2(a))， 注 意 ， 当 我 们 绕 着 三 角形 O08J 一 一 从 0O 到 吾 
到 J 再 返回 到 0 一 一 运动 时 ， 这 个 三 角形 (把 它 看 作 以 直线 段 为 界 的 平面 部 分 ) 总 是 位 于 我 
们 的 左边 ,图 18-2(3) 中 的 三 角形 4.BO 的 度量 是 正 的 , 而 图 18-2(e) 中 的 三 角形 4'B'O' 的 
度量 是 负 的 ， 仿 射 变换 (2o) 把 单位 三 角形 变 到 度量 为 |4| 的 三 角形 , 把 度量 为 几 的 三 角形 
变 到 度量 为 委 | 的 三 角形 .因此 仿 射 变换 保持 三 角形 度量 的 比 不 变 . 

14|= 十 上 的 仿 射 变换 保持 三 角形 的 度量 和 转向 不 变 ，|4|= 一 1 的 仿 射 变换 保持 度量 
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0 
0, 1 ,0,3) 
(0, 1,1 (ey LL 0 @ 


天 ”18-2 
的 绝对 值 不 变 , 但 是 改变 度量 的 符号 , 即 改 变 三 角形 的 方向 , 使 得 | 和 | = 二 工 的 所 有 仿 射 变 
换 的 集合 构成 一 个 群 ， 这 个 群 的 元 素 称 为 等 仿 射 变换 或 特殊 仿 射 变换 .使 得 | 有 | 一 一 1 的 
所 有 仿 射 变换 的 集合 不 构成 一 个 群 . 因为 两 个 这 样 的 变换 的 乘积 是 一 个 等 仿 射 变换 , 因此， 
所 有 使 得 | 和 | 一 土 1 的 念 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 这 个 群 中 的 元 素 称 为 来 染 积 变换 . 
具有 齐 次 坐标 形式 


D1 11%1 +aw%s, 
02 一 Mita G33, Gu (8a) 
V3 : Ts, 
和 和 非 齐 次 坐标 
bW 一 00 十 01， 
4 一 0 十 02， 
的 仿 射 变换 称 为 位 似 变 搁 。 所 有 位 似 变 换 的 集合 形成 一 个 群 .9 (证 明 这 点 );， 它 是 7。 的 
子 群 。 除去 人 恒 等 变换 以 外 ，.F; 中 每 个 元 素 都 有 一 条 完全 由 二 重点 组 成 的 二 重 直线 (机 )， 
一 一 理想 直线 ws 一 0 一 一 和 了 唯一 一 个 由 (es，cox 1 一 Gu) 给 出 的 二 重点 (中 心 ). 
在 位 似 变换 下 对 应 的 两 条 直线 2 和 zy 是 平行 的 . 换 名 话说 , 位 似 变 换 把 仿 射 直线 p 变 
成 平行 于 p 的 念 射 直线 p， 因 此 ,在 位 似 变 换 下 , 一 个 三 角形 变 为 男 一 个 三 角形 时 , 它们 的 
对 应 边 互 相 平 行 . 由 于 这 两 个 三 角形 通过 型 想 直线 (变换 轴 ) 成 迁 视 ， 所 以 它们 也 通过 一 点 
成 透视 ,这 个 点 就 是 变换 中 心 . 
位 似 变换 可 以 分 为 两 类 一 一 以 仿 射 点 为 中 心 ( 即 wii 关 1) 的 伸缩 和 以 理想 点 为 中 心 ( 即 
ou 一 1) 的 和 平移， 所 有 平移 的 集合 构成 一 群 (证 明 这 点 ); 而 所 有 的 伸缩 的 集合 不 是 一 个 群 . 
在 位 似 变 换 下 ， 对 应 的 两 个 三 角形 称 为 位 似 形 ， 或 用 更 热 悉 的 术语 来 说 , 这 两 个 三 角形 
是 相似 的 或 相似 放置 的 。 


6. 平面 欧 氏 几何 


读者 可 以 回忆 一 下 , 欧 氏 几何 (中 学 平面 儿 何 ) 既 研究 相似 三 角形 又 研究 全 等 三 角形 ,也 
就 是 说 , 既 研 究 图 形 的 仿 射 性 质 、 又 研究 图 形 的 度量 性 质 。 为 了 验证 全 等 ， 即 比较 两 个 三 角 
形 4BO 和 4'B'O' 对 应 边 的 长 度 ， 必 须 有 一 个 在 平面 的 所 有 直线 上 都 起 相同 作用 的 度量 单 
位 。 因此 , 又 需要 垂 线 的 定义 ( 见 第 十 四 章 )， 由 此 引导 我 们 把 欧 氏 变换 定义 为 保持 算 直 性 
的 保 积 变换 . 
考虑 理想 直线 m4 一 0 的 椭圆 型 对 合 
iO Ti Omg, 


oO 


O34 Ow0s <0 (4) 


~ Or Oy 了 La EF 
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射影 变换 | 
= O216 — OuiTa) 
2 一 ~ O11t4 ~ O13%a, 
3 = (O11 十 Oi2031) Ts 
把 (4) 化 简 为 在 vs—0 上 的 点 的 章 次 各 标 形式 z 
Wi = Wa, V2= — 1 | (5) 
或 非 齐 次 坐标 形式 机 
1 
,| 4 一 一 斑 . 6) 


今后 我 们 总 假定 本 圆 型 对 合 (5) 在 ws=0 上 并 称 它 为 绝对 对 合 . 

，” 设 仿 射 平面 的 直线 p 交 4% 一 0 于 Ps: (zc za 0)， 在 绝对 对 合 下 点 了 和 PP 人 
一 20 0 互相 对 应 ， 即 卫 - .和 Pv 是 这 个 对 合 的 互 逆 对 ， 我 们 规定 在 了。 上 的 任意 仿 射 直线 
p' 都 垂直 于 p， 在 保持 这 个 绝对 对 合 不 变 的 任 一 射影 变换 下 ， 这 个 绝对 对 会 的 互 逆 划 P。， 
了 变 到 互 逆 对 Q。, Q-， 相 应 地 , 垂直 直线 对 p, 2 变 到 垂直 直线 对 9 9 


人 保 积 变换 
ai Ci3 O18 
p 羡 人 Goal tga 2 2 pF 
_0 0 1 
是 保持 理想 直线 me= 0 不 变 的 仿 射 变换 ， 如 果 (7) 还 保持 在 za 一 0 上 的 绝对 对 合 不 变 , 它 就 
必须 把 任意 互 北 对 了 wmy, wa, 0) 和 了 《wo， 一 m4, 0) 变 为 这 个 绝对 对 合 的 互 逆 对 ; 
(Gwegm, ai01 Gasms, 0) 和 (qs — ~ Qa Goita 一 Goany 0. 
此 ,一定 存在 一 个 非 堆放 使 得 | 
0x 十 Ga03 =b(Gars — tos), z 
| Go1021 十 Ga303 一 一 有 (aaioa 一 一 Qis21) 
或 (Gai 十 hasa)cxa 十 (qta 一 haar) Pa—0, 


(@a1 ~ Peas) v1 (Gog ban) a= 0 
为 : 了 使 这 些 关系 与 吾 浊 对 的 选择 无 闫 ， 每 个 系数 都 必须 为 零 ,因此 


CIi1 G1 


(a1 tan 


-+i1 


R= -L091 
W33 G11 tal Ws 
或 0 一 3，a3j 0 G12091 + BIg02a = 0 
从 而 (7) 的 形式 是 
wav— by-toe, ， 四 本 
或 y = bot+oyt+d, “t+ 四 (7a) 
vewtfytg, ,2 : z 
y 一 大 一 cy 十 刀 2 + =1. (7b) 
变换 (7a) 和 (7b) 的 全 体 组 成 网 民 变 扶 群 。 
7. 长 度 


设 4， (zu 纺 ) 和 B，(za, gs) 是 两 不 同 点 , 这 两 点 间 的 距离 4B 的 定义 必须 满足 条 
件 ; 


7 Ti 
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(i) 4B-0 的 充 要 条 件 是 4=8B8 成 立 . 
(ii) 48B=.B4( 我 们 是 定义 距离 而 不 是 有 向 距离 ). 
(iiiy) 对 任意 三 点 4, B, 0, 48 二 BO> 40 成 立 ( 三 角形 性 质 ). 
我 们 留 给 读者 证 明 : 
8- (Vt + (Yay) "(0 
满足 上 述 要 求 . 
我 们 现在 证 明 (3) 是 欧 氏 变换 群 下 的 不 变量 . 考虑 变换 (7a)， 它 把 
(m1 91) 变 到 (wi, 1) 一 = (wi— byit c, bot+ayi+d)， 把 (wa, y) 变 到 CA 的 = ms 
— bya-te, Beataya to). 
因此 ， 
一 V0 (Vai) 一 —b(ya—Y), 
一 =0(v 01) + a(ya— Yi1), 
C+) L022) + (Yay) (vs) + (ya—g) 
用 类 似 的 方法 可 以 验证 (7b). 


8. 角 


考虑 图 18-8 中 从 点 卫 出 发 的 两 条 半 直 线 ( 射 线 ). 暂时 假定 存在 一 个 变换 ， 它 保持 
固定 不 变 , 并 把 一 条 射线 逐 点 变 到 另 一 条 射线 , 即 把 一 条 射线 
旋转 到 另 一 条 射线 上 ， 因 此 , 这样 一 个 变换 的 道 把 第 二 条 射 
线 转 回 到 第 一 条 射线 上 。 现在 ,我 们 只 考虑 转向 是 道 时 针 方 
向 的 变换 (旋转 )。 因此 ， 如 果 变 换 z 把 六 逆 时 针 转 到 ra, 则 二 
有 YY 把 四 北 时 针 方向 转 到 zx 图 18-3 


为 了 把 问题 简化 , 设 射线 04 和 0B 的 交点 0 是 原点 04 是 正 w 轴 . 
z=aw— by, Lb 人 
y = bw+ay, th =1 (9) 


把 04 道 时 针 方 向 转 到 0B ( 见 图 18-4). 由 这 两 条 射线 连同 相关 的 旋转 (9) 组 成 的 图 形 称 
为 角 (40B). 根据 这 个 定义 , (40B) 是 有 向 角 并 且 总 是 正 的 . 同时 这 里 所 定义 的 角 与 第 十 
四 章 的 有 向 角 在 某 些 方面 有 所 不 同 . 本 质 的 区 别 ( 正 如 以 后 我 们 将 见 到 的 那样 /是 在 这 里 多 
的 大 小 没有 限制 ， 注意 (9) 把 4a: (1, 0) 变 到 B. (a, 5). 


H:(@ +e, b+d) 


图 18-4 
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在 平移 
gf 一 4 十 6， 
4 =Yy+a, | (10) 
下 , 角 (40B) 变 到 角 (PGH), 其 中 0， (0, 0) 的 像 是 顶点 (6, 四 4: (1, 0) 的 像 是 2; 
(1+6, 6), B. (mw 5) 的 像 是 五, (at+c, 5 二 由， 与 (PG 及 ) 相关 的 是 旋转 
vw—c=0(2~0)—0(y—d), 
有 yd~b(m—0)+o(ly— 0), 
旋转 (9) 和 (11) 有 相向 的 系数， 称 它们 为 等 价 的 . 着 两 个 相应 角 (40B) 和 (FG 瑟 ) 有 等 价 的 
旋转 ， 则 称 为 相等 的 . 
反之 ,已 知 一 个 有 相应 于 旋转 (1 区 的 角 (ZG 互 ), 我 们 总 能 得 到 一 个 硕 点 在 原点 、 始 边 治 
正 4 轴 且 与 之 等 价 的 相应 于 施 转 (9) 的 相等 角 。 
再 考虑 具有 相应 于 旋转 (9) 的 角 (40B)， 在 保 积 变换 (7) 下 , 点 4, 0, B 分 别 对 应 于 
Q: (Gu+ Gs, G21 028), BR: (ais，aas)，8: (caii 十 Daia 十 ais，aaal 十 ?ao 十 sos)。 如 军 (408) 
和 (QRS) 相等 , 则 @ 与 (QRS) 相应 的 旋转 一 定 具 有 形式 
2 一 0ls 一 G(Z 一 618) — L(Y— 0as)， 
y 一 0as 一 0 (2 一 Ga) 十 G(9 一 0as)， 
这 个 旋转 ,把 Q 变 到 Q': 《coa 一 0asi 十 qis， ba 十 Cast 十 aas) . 而 & 在 边 RS 上 的 充 要 条 人 
是 aa= 一 gi 且 wu 一 Gags， 因此 ,变换 (7) 把 角 变 到 相等 的 角 的 充 要 条 件 是 它 具 有 形式 (7a)， 


9. 角 的 度量 
让 我 们 人 定员 有 相应 这 (0) 的 角 (40) 有 度量 相应 于 纸 了 为 4 -[ 


wy, yp (2) 
的 角 的 度量 记 为 a. 这 里 ，(12) 是 (外 中 4 一 0, 5 二 工 的 特殊 情况 。 (12) 的 作用 是 把 O 上 的 
射线 OR 逆 时 针 旋转 到 垂直 于 OR 的 射线 08， 令 a 等 于 一 个 直角 , 由 于 


|! 中 4-| 0 | es 4] : 


2 十 加 一 工 1) 


z | 0 ~—1. 1.0 0 1 
因此 绕 O 的 一 个 回转 等 于 四 个 直角 ， 然 而 因为 人 =T(n~=0, 1, 2,…)， 所 以 与 但 竺 变换 相 
应 的 度量 可 以 取 作 0 个 直角 , 4 个 直角 , 8 个 直角 ,…… 中 的 任何 一 个 . z 

相应 于 旋转 


1 1 
© FV 32 可 9 


yt By 和 和 矩阵 | ° 


的 角 的 度量 记 为 6, 由 于 ， 


-1 1 /= 
二 -了 vv ro -1 
; 41i= 一 4 和 412 一 此 
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因此 ，B 一 于 个 直角 ，- 人 个 直角 ，-22 个 直角 ,ww。 从 这 些 例子 (读者 还 可 以 研究 
, 1 1 
3 ) 2 + 
(2) 5, 1 和 和 Gi V2y = —v—y 


‘~ Vaw- Lt 
y= ~ 3% $Y 


我 们 得 出 结论 ; 一 个 角 用 直角 来 度量 时 , 它 有 一 个 满足 0<y<4 的 值 y (这 值 称 为 度量 的 主 
值 ), 其 它 各 值 都 可 以 在 这 个 值 上 添加 4 个 直角 的 正 整数 倍 而 得 到 ， 当然 在 实用 上 , 主 值 (9 


度 ) 是 由 cos9 一 a，sin 9 一 b， 启 9 一 卫 中 的 任何 两 个 通过 查 三 角 函 数 表 得 到 的 ，. 


10. 概 述 


在 这 一 章 中 ， 我 们 从 一 般 的 射影 群 7, 即 把 十 影 平面 变 到 自身 的 所 有 直射 变换 
X=EX,|IEIz#0 (1) 
开始 , 这 些 直 射 变换 把 共 线 点 ( 共 点 线 ) 变 到 共 线 点 ( 共 点 线 ) 并 保持 交 比 不 交 ， 四 

然后 ， 在 平面 内 选择 一 条 (任意 ) 直线 和 一 个 以 这 条 直线 为 坐标 三 角形 的 边 %s=0 的 举 
标 系 ， 我 们 得 到 .9 的 一 个 子 群 。 它 的 元 素 保持 za=0 不 变 ， 也 就 是 说 ，.9v 是 所 有 以 
wa 一 0 为 二 重 ( 辐 定 ) 直线 的 直射 变换 的 集合 。 群 9 一 一 称 为 
中 保持 直线 的 平行 性 .点 妞 分 PQ 的 两 段 之 比 和 两 个 三 角形 的 度量 之 比 不 变 、F。 中 |4| 
= 土 1 的 子 群 称 为 保 积 群 ， 它 保持 三 角形 的 度量 不 变 。 但 不 一 定 保持 三 角形 的 转 向 不 变 ， 
保 积 群 中 [和 | 一 十 工 的 子 群 称 为 等 仿 射 群 , 它 既 保持 三 角形 的 度量 又 保持 它 的 转向 不 变 . 

的 子 群 G (每 一 个 元 素 都 具有 形式 (3g)) 以 直线 za 一 0 为 二 重点 直线 、 这 个 群 中 
的 元 素 把 直线 变 到 与 之 平行 的 直线 , 从 而 把 三 角形 变 到 与 之 相似 的 三 角形 。 

最 后 , 把 仿 射 平 面 取 作 欧 氏 平面 并 在 ce 一 0 上 确定 一 个 椭 加 型 对 合 ( 称 为 绝对 对 合 ) 后 ， 
定义 与 me= 0 相交 于 这 个 绝对 对 含 的 互 逆 对 的 两 条 直线 史 和 2 互相 垂直 ， 所 有 保持 绝对 
对 合 的 保 积 变换 定义 为 欧 氏 变换 ， 这 些 变换 保持 距离 和 角 不 变 ， 但 还 是 不 一 定 保持 角 的 转 
向 不 变 . 

”考虑 形 如 


Ww 一 02 一 0 十 0， 

y=br+aytd, 

的 欧 氏 变换 ， 如 果 a 一 1, 5=c~=d 一 0,(7a) 就 是 便 等 变换 ; 如 果 4 一 5=0 但 6 和 d 不 同 
时 为 零 , (78) 就 是 平移 


al a) 


2 一 和 十 0， 
9 一 9 十 碟 
如 果 = 一 dg 一 0 (7a) 就 是 旋转 
W’ 一 入 0088 — Yo sin 9, 
: | 9 ~—% gin (+y oo0s0, 
.在 其 它 情况 , (7a) 相 当 于 一 个 旋转 
| X=¢0050— ysinb， 


4 一 sing 十 beosb 
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再 接 一 个 平移 ， 
2 一 7 十 C， 
y ytd,. 
显 线 ,所 有 (Ts) 型 的 变换 构成 一 个 群 , 它 是 欧 氏 群 的 子 群 . 
其 次 考虑 形 如 
i wert+ fy+ yg, L 四 
fo oth otf*=1 (2) 
的 欧 氏 变换 ， 二 重点 由 
(一 切 2 十 多 一 一 少 (18) 
fo— (etl)y= —h i 
-六 下 代表 开间 
的 平行 直线 ， 
在 第 一 种 情况 中 ， (Tb) 具 有 形式 
tfyty 机 i ， 


Vy =f%— oy T= T， 


的 二 重生 重点 的 直 色 Pp:，(e 一 1)zw+fyt+g=0 和 不 在 p 上 的 二 重 点 Pe ‘@-1 

f，0) 所 组 成 ， 因 为 p 上 的 理想 点 P。: (一 f 
一 1, 0) 和 P。 是 在 这 个 绝对 对 合 中 移 互 逆 对 ， 
所 以 Pi 上 的 每 一 条 直线 都 径直 于 pw， 设 及 
《71，73) 是 平面 内 的 任意 一 点 , : 它 在 变换 (7b) 
下 的 对 应 点 记 为 BRB。 由 于 RB, B', Ps 共 线 并 
且 线段 RR' 的 中 点 在 多 上 (请 读者 证 明 )。 因 
此 ,(7by) 是 关于 直线 Dp 的 正 交 反射 ( 见 图 18--5， 
这 里 对 应 把 的 连 线 44，BB'，00',… 垂直 


于 g 且 线段 44/，BB'，00… 被 2 平分 ) 
在 第 二 种 情况 , (7b) 是 关于 直线 y~s 启 去 6 的 正 交 反射 


2 一 0c0s0 二 osing0 
9 一 Sin0 一 ycos6 


再 接着 一 个 平移 
2 一 和 十 9， 
9 =—y+h, 
我 们 通常 把 欧 氏 变换 解释 为 刚体 运动 , 例如 , 平面 上 的 一 个 三 角形 在 这 个 刚体 运动 下 变 
到 这 个 平面 上 的 另 一 个 位 置 ， 在 刚体 运动 下 ,对 应 的 两 个 三 角形 称 为 全 等 三 角形 ; 看 作 刚体 
运动 的 (Tb) 型 的 变换 是 普通 三 维 空间 的 一 个 完全 或 部 分 位 移 ， 这 是 因为 关于 一 条 直线 的 正 
区 反射 等 价 于 4 有 相同 的 效果 ) 绕 这 条 直线 的 旋转 ， 也 就 是 说 , 因为 反射 改变 角 的 转向 , 它 的 


$1i8.1 基本 内 容 225 


作用 ( 见 图 18-5) 仅 相当 于 把 这 个 角 翻 转 并 放置 在 这 个 平面 的 完全 确定 的 位 置 上 .， 相反 地 ， 
当 我 们 把 (7w) 型 的 变换 看 作 刚 体 和 运动 时 ,， 它 完全 是 在 平面 上 的 位 移 . 于 是 这 些 (7c) 型 的 变 
换 是 平面 解析 几何 中 的 变换 . 例如 ,二 次 曲线 的 方程 可 道 过 这 些 变 锦 化 测 为 标准 形式 ， 只 ;和 时 
为 了 方便 , 才 把 这 些 变换 用 逆 形 式 

2 一 0 co 9p— 1 sing+to", 

y=% Hn g++Yy C8 9 
给 出 。 
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TI， 定义 | 

包含 在 一 对 括号 内 且 规 定 了 后 面 将 给 出 的 一 些 运 算 的 矩形 数 阵 称 为 答 阵 ， 例 如 ， 
1 8 17 

(a) [1 2, 3]， (b) E 1 :| 
4756 


2 383 -1 -4 ~ 
(| 8 -1 2 10| (d) | 2 
-6 383 8 1 一 3_ 


含有 m 行 wm 列 的 矩阵 称 为 m Xn 起 阵 ， 当 mm 一 nn 时 , 称 为 1 级 方 阵 ， 例 如 , (a) 是 1x8 
矩阵 , \b), 是 3 级 方 阵 , (d) 是 3x1 和 矩阵 . 


Un Wa ds add 
矩阵 4 -= Wg Wa3 | 中 , 数 at 称 为 它 的 元 素 . 这 里 我 们 用 了 两 个 下 标 ， : 
Ws1 sa Was Ws4 
第 一 个 下 标 表 示 元 素 所 在 的 行 ,第 二 个 下 标 表 示 元 素 所 在 的 列 ， 于 是 , gas 是 位 于 第 二 行 、 第 
四 列 处 的 元 素 ; 第 三 行 全 体 元 素 的 第 一 个 下 标 都 是 3 第 一 列 全 体 元 素 的 第 二 个 下 标 都 是 1, 
上 面 这 个 矩阵 也 可 写成 
A=[o(Gi=1, 2, 3;j=1, 2, 3, 4). 

者 矩阵 的 级 已 经 确定 ,我 们 就 记 为 “44= [sj 或 “矩阵 全” : 

全 体 元 素 都 是 实数 的 矩阵 称 为 实 算 件 ， 这 里 我 们 所 研究 的 矩阵 都 理解 为 实 和 矩阵 ， 

2. 算 阵 的 加 法 

两 个 同 级 矩阵 息 = [ac 中 ,至 = [bi] 可 以 相 加 (或 相 减 ) ,结果 得 到 一 个 同 级 矩阵 , 其 元 素 
是 两 个 矩阵 对 应 元 素 的 和 (或 差 ). 于 是 ， A+B= [wis-+ 6 =B+4., A-B= [Lay — Oy]; 
B- A=[b- ay. 


例 1 
13 1 0 231 
47 6 4 09 
z "1+0 3-2 1+8| [1 1 4 
则 A+B=|2+1 1i-+1 4+L|=-| 3 2 5 
4+4 7-+0 6-21 |8 7 8 


=B+A. 
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0-1 -2-8 3-1 下 
pa 1-1 1-4 -| 
4-4 0-7 2-6 . 
-8 9 83 
及 十 诺 十 人 一 | 6 3 Hm 
12 21 18 


对 任 一 实数 2 我们 规定 24= [paw] .特别 地 , (一 1) 和 4=[ 一 wy1= 一 [es]j， 王 是 ， 在 例 
1 中 , 8B-A=-(4-8). 

3， 矩阵 的 委 法 

若 4 的 列 数 等 于 召 的 行 数 , 则 有 4, B 两 个 矩阵 称 作 按 自如 的 顺序 是 可 相 乘 的 , 若 如 
的 列 数 等 于 4 的 行 数 , 则 4, 召 称 作 按 B. 的 顺序 是 可 相 乘 的 。， 两 个 ”级 方 阵 4, 已 弃 
按 4 已 的 顺序 也 按 召 . 4 的 顺序 是 可 相 习 的 、 但 是 ,一 般 来 说 4.B* B.A. 


bi 
车 A [tel W132) bis] 和 B=!| by 7 
bs1) 
我 们 规定 A.B 一 libii 十 Ciap0at 十 Cisbgl 一 Pdan. 
B11 Ga 013 bi 213 bis 
令 一 | wait da as ) B=| bs 5 0os |. 
Gs1 Waa Ug3_ bass sn bass 


要 得 到 4,B， 我 们 把 4 的 每 一 行 看 作 一 个 1x3 矩阵 ， 而 把 B 的 每 一 列 看 作 一 个 8xi 矩 
阵 , 即 


4 
六 一 A, ; B=- [BB,8B,], 
A, 
于 是 
A:.B, A..B, A-.B, 
A.B=— A,..B, A,.. B, 4 | 
A,.B; A,.B, A,. 8B, 
之 wybn 之 Wsbsa 之 wisbs8 
mm >2 Gab 六 afpja aad 多 
> eed 六 Gesb i > 


W11011 + 19021 + Bisba1 Qi11D12+ W12022+ Gis0sa 011D13++ 012058+ Gibas 
一 et Gaoba1+ Gagsb31 WaiD1s+ W2202s+ Gasbasa W21013+ aab2s 二 + | 
Ga1011+ G82ba1t+ Waabas Waib13+ Waabaat Gasbs2a 31018+ W320a8 + Waa088. 
要 得 到 如 .4, 只 要 交换 上 面 生 和 8B 的 位 置 即 可 . 
例 2 对 于 例 1 中 的 矩阵 ,有 


228 只 录 和 矩阵 代 黎 
|13 1%.10 -283- 
AB- 21 4.1 11 
| 7 | | 4 0 3- 
站 .05 314 (一 2 十 81 二 1 0 1.8+3°1+1'2]| 
| 9.0 十 1.1 二 44 2.( 一 2) 二 11 二 4.0: 2.3 十 1 十 4.2 
4.:0 二 7:1 十 6: 和 4 4:( 一 2) 十 7.:1 寺 6.:0 4.3 十 71 十 6.2 
+7 1 8 
~|17 -3 151. 
31 -1 3L 
| 一 2 3 1|13 1 
B.A= 1 11 2 1 4 
“4 03|1|14 7 6 z 
“0s:1+(—2).2+8.4 0.8+(—2):1+8.7 0.1+(—2).4+8.6 
| 1.1 十 二 .3+l.4 1:8+ 1 :1+1*7 1.1+ 1 .4+1.6 
4.1 十 0 .2+2.4 4.8+ 0 .1+27 4.1l+ 0 .4 十 2.6 
-8 19 101 
=-| 7 11 11|. 
12 26 16. 
例 3 车 
"12 3- -6 -2 一 扩 
A=| 1 3 31,B=|!-1 1 0,), 
124. -1 0 1 
证 明 . A4.B=2B.A. 
1231 6 -2 -3 
证 过 : 4. 忆 -| 1 3 3 -1 1 0 
124|1|-1 0 1 
| 6-2-8 一 2T2+0 一 8 二 0+3 
一 | 6—8—83 一 2 二 3+T0 一 8 十 0 二 3 
2 一 2 二 240 一 8 十 0 十 4 
-10 0. 
=|0 1 0 
001. 
6 -2 一 人 1! 2 3- 
B.A=| -1 1 0|.1 3 83 
-1 0 1 到 2 4 
”6-2-3 12-6-6 48-6-12 
一 | 1+140 一 2 二 34+0 一 5 二 3 0 
-1+0+1 -2+0+2 -8 二 0 二 4 
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0 0- 
0 工 0 | 
_00 1. 
设 4，B,C 是 按 4. 召 .( 的 顺序 可 相 乘 的 矩阵 ,我 们 电 定 4:B.C=( 和 4.B).C= 和 4， 

(B.C0), 即 和 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 (不 难 对 3 级 方 阵 验证 这 一 点 ,只 是 过 程 稍 嫌 兄长 ). 
设 4= [cg], 吾 = [io] 是 可 相 加 和 矩阵, 若 4 B,， C=[ew] 按 4.C 和 怪 .C 的 顺序 是 可 

相 乘 的 , 则 (有 自 二 8).C=4.C+ B.C， 因 为 (4+ 召 ).C 的 第 妆 行 第 9 列 元 素 
(ai 十 DC 十 (ai 十 De)ca 十 十 (an 十 Docn 
= (Gucyt QaCayt+ "et GnCw) 十 (Diact 十 Disc 十 … 十 Dacng) 


是 4 与 召 .C 的 第 行 第 3 列 元素 的 和 ， 于 是 ,矩阵 的 乘法 和 加 法 满足 分 配 律 ， 
4 几 类 矩阵 四 
在 任 一 方 阵 中 , 我们 说 元 素 ait， a22, 03s, … 位 于 4 的 主 对 角 线 上 ， 若 主 对 角 线 下 方 所 
有 元 素 剖 是 0, 则 4 称 为 上 三 角 夫 阵 ， 若 主 对 角 线 上 方 所 有 元 素 都 是 0 则 和 称 为 下 三 角 矩 
阵 。 若 和 4 既是 上 三 角 和 矩阵 又 是 下 三 角 和 矩阵 , 则 自称 为 对 角 延 阵 。 若 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 元 
素 都 相等 , 则 4 称 为 数量 算 阵 、 若 数量 矩阵 的 对 角 线 元 素 都 是 4， 则 和 4 称 为 单位 短 阵 , 以 I 
表示 。 例 如 ， 


2 


1 上 ss 和 矩阵， 
3 


0- 


是 下 三 角 和 拖 阵 ， 


TT 


OO LL DOW OO WOm OO oO 


0 


mm 一 


0 
0 


是 对 角 和 矩阵 ， 


| 


0- 


是 数量 矩阵 ， 


| 


于 OWO oO Wo RRLYO OV ww 


0 
1 


在 矩阵 乘法 中 ,了 的 地 位 类 似 于 1 在 普通 乘法 中 的 地 位 , 即 了 4 一 4, 吕 . 了 = 已 ， 在 两 
个 或 多 个 全 阵 的 乘积 中 ,可 以 随意 把 了 插 进 去 作为 一 个 因子 或 者 从 因子 中 健 控 工 
5、 方 阵 的 行列 式 
a 0 
方 阵 和 的 行列 式 用 |4| 表 东 ， 当 A 一 [a] 时 141 当 4-| “| 时 ， [41=o8 


bo， 当 自 是 nn 级 方 阵 (n 之 3) 时 ,| 和 | 的 算法 有 儿 种 ， 我 们 以 三 级 方 隆 


是 3 级 单位 矩阵 上 


心 
bm 
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Qu1 S19 is : 
4=| ai so es | 


dat (Waa 683 


、 fgg as Hal C28 G9 025 
(ii) |4|=an: 一 gao。 。 
sa es gs1 Waa Qs1i W832 
jw a Cd41 Ws Gu Ga | 
一 一 03al， “ 一 G28° . 
dss es a1 Sos Csl Weal 
-|G &s 1 ois O11 013 
= a1 * 一 aa * 
bos ol ag Goi1 a5 
Gas ~ Ca a Gis 
w= i1 “ 一 重 Wasi 
Vsa tap Asa es Ga as 
G21 0as en Ga 人 | 
C581 5683 ss foal. das | 
(a1 Ga I @11 ia 
me CD。 和 和 | 二 es el 
tal aas Cs1 Ga Co1 aaj 


上 面 每 个 展开 式 都 是 三 项 的 和 ; 每 一 项 都 是 4 的 一 个 元 素 与 一 个 2 级 方 阵 的 行列 式 的 
带 有 正 负 号 的 乘积 。 在 任 一 展开 式 中 , 各 元 素 都 取 自 4 的 同一 行 或 同一 列 ; 2 级 方 阵 ( 其 行 
列 式 有 滋 以 元 素 co) 是 从 和 中 把 cr 亡 在 的 行 和 列 去 掉 后 留 下 的 矩阵 Me 与 积 an | 和 yel 
相连 的 符号 是 (一 D9。 |Mye| 称 为 ar 的 子 式 ; 〈 一 世 2 ml 称 为 am 的 余子 式 ， 也 用 


及 表示 . 
例 
) | 引 4 :| ler)?! 
Ge “7 48 4 7 
4 7 8 z 


= —20+0+10~—10. 
这 里 , 各 元 素 都 取 自 第 一 行 


2 工 一 1 -1 | 4 -1 2 1 
(b) 4 8 0 -4| 3 | -| 
2 ”1 8 2 
12 8 3 1 
~ —20+21=1. 


这 里 , 由 于 有 元 素 0, 所 以 各 元 素 都 取 自 第 二 行 . 建议 读者 取 第 3 列 的 元 素 写 出 其 展开 


2 8 5 
-1T 2 
(0) 0 -1 2|=2. 6. 
0 -8 
0 0 -8 


(六 ) 在 任意 一 本 关于 行列 式 的 书 中 都 会 证 明 ; 行列 式 的 运算 具有 下 列 性 质 ， 
0s: 对 换 第 了 行 ( 列 ) 和 第 了 行 ( 列 ), | 4| 变 号 . 
Ow: 以 非 零 常数 2 乘 第 汪 行 ( 列 ), 相当 于 用 2 乘 14|. 
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Ooc: 第 纪行 ( 列 ) 元 素 加 上 第 了 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 2 倍 ， 4 的 值 不 变 . 
例 4(6) 启发 我 们 , 这些 运 算 首先 可 用 来 把 和 4 化 简 为 三 角 和 矩阵 , 


例 55 
(a) 作 行 运 算 Oo -anD，Oa-40D，Oc -co: 有 
1 8 1 1 8381 1 8 
2 1 41=10 -5 2 0 -B58 2| = 一 10. 
4 7 8 0 一 5 4 0 0 2 
(b) 作 列 运算 Oo -amo，OCe-a，Om+3a: 有 
1 83 1 00 1 00 
]23 1 4|=-|2 -5 2|=|2 -5 0|=--10， 
4 7 8 4 -5 4 4 —5 2 
z (©) 作 行 运算 Ce O09) racy; Oa rscn; Os, — 2); 有 
2 4 3 -10 3 一 革 0 8 
so 34 0i1=| 04 91 
b 9 6 59 6 09 2 
-i110 8 
-| 0 。 = 一 3. 
0 0 工 
我 们 不 加 证 明 地 指出 ， 
车 4, 已 , …, S 是 % 级 方 降 , 则 
14.B oerse S|i=—|Al.1B81. ev IS|, 
6. 和 矩阵 的 初等 变换 


和 矩阵 的 初等 变 搁 就 是 上 面 列 出 的 行列 式 的 那些 运算 .我 们 以 后 只 用 其 中 两 种 . 
行 运 算 Op, 以 后 简 记 为 pC%)， 
行 运算 Oozo， 以 后 将 记 为 外 十 p( 站 ， 
对 矩阵 4 施行 一 个 或 几 个 初等 变换 ， 结果 得 到 肪 一 矩 隆 4 4 称 为 与 盘 等 价 ，44， 
有 十 个 矩阵 等 价 记 成 44~ 4 
了 .线性 方程 组 
考查 含有 三 个 未 知 数 的 非 齐 次 方程 组 
25 十 3 一 2 一 一 4 
le 
. Ex 十 87 十 3 一 工 
解 这 个 方程 组 通常 的 方法 是 对 这 些 方程 进行 重新 组 合 ， 以 便 用 一 个 较 简 单 的 方程 组 代 蔡 给 
怎 的 方程 组 ， 对 和 抢 阵 
2 3 -1 一 4 
| 3 —1 2 10 


-5 8 8 1 
(其 中 4 是 系数 方 阵 ,， 瑟 是 常数 项 构成 的 3xit 算 隆 ) 作 行 变 换 (人 ) 二 把 风化 成 


[AH 


| 


cP 附录 矩阵 代数 
三 角 和 矩阵 , 也 可 得 到 同样 的 结果 .我们 看 到 


-2 8-1 4 Fl 4 -3 -1 
3 1 2 10|/2-%|I 8 -1 2 10 
5 8 3 1 -5 8 3 1 
: -_1 4 -8 ~—14 
(2) +3(1) 


(3) ~—5(1) 


-1 4 -8 -14] | 
(8 +) 0 1fi -7 一 32 
A 79 2871 
00917 
于 是 -0 z=237， 2 一 8， 其 次 ,11y 一 72 一 32 一 21 一 82 一 一 11， y= 1， 最 后,o- 人 ~ 


82 十 14 一 -4-94+14 一 1， 所 求 的 解 是 2 一 ly 一 一 1 z=3. 
8. 奇异 方 阵 和 非 奇 异 方 阵 
车 1C| -0, 则 方 阵 C 称 为 奇异 的 ;车 |C| 关 0,， 则 方 阵 ( 称 为 非 夺 措 的 . 代数 中 的 一 个 
著名 定理 现在 可 以 重 述 如 下 : 
齐 次 线性 方程 组 


Ooai71 十 Cas7s 十 Oaaxs 一 0， 
Oai2i 十 Caazo 十 Oaaos 一 0 
有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 C= [Cos] 是 奇异 的 . | 
假定 3 级 方 阵 如 = [5] 是 奇异 的 ,于 是 存在 不 全 为 0 的 常数 g, ”使 得 
fast bis7? 一 0， 


pa 十 Oiazas 十 Oilazs 一 0， 


bai0 十 03a9 十 ssr 一 0， 
psi 0 十 0329 十 Dear 一 个 


12110 
或 | BlJy|= | 
rT 0 
设 4 是 任 一 3 级 方 阵 , 则 
Dp 0. [Fo0. 
a8| 一 4| 0 | | 
人 0110 
-0 To0- 
于 是 [4A.B]| y |=| 0 
: rr | 0 
这 样 夏 证 明了 : 
若 4 如 是 3 级 方 阵 目 BB 是 奇异 的 , 则 4.B 也 是 奇异 方 阵 . 
9. 方 阵 的 逆 


”车 方 了 泗 4, B 满 足 入 .B=B.4 开 ( 见 例 8), 则 召 称 为 纤 的 逆 , 记 作 避 =A"*， 同 样 
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地 ,4 称 为 如 的 逆 , 记 作 A4=B-1. 

假定 避 是 4 的 逆 , 因 为 4.B=J, |4.Bi=|1|=1z#0, 从 上 闻 已 证 明 的 结果 可 知 
一 4A-! 是 非 奇异 的 ， 同 理 , 从 B.A 和 了 推出 4 是 非 奇 异 的 .于 是 

若 方 阵 4 有效, 则 委 是 非 奇 异 的 . 
逆 定 理 是 

若 4 是 非 奇 异 的 , 则 和 4-! 存在， 
它 的 证 明 我 们 将 不 给 出 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 任何 一 水 关于 矩阵 的 书籍 

求 任 一 非 奇异 矩阵 的 道 , 可 按 下 述 方法 计算 : 

(i) 写 出 矩阵 [47]. / 

(这 ) 用 一 列 适当 的 初等 行 变换 把 [47] 化 为 [TB].， 显然 , 这 种 化 简 总 是 可 行 的 。 除 
非 按 照 这 种 方法 , 在 菜 一 步 得 到 矩阵 4'~ 和 4 的 一 行 全 部 为 0, 在 这 种 情况 |4'| =0，、 但 这 
是 不 可 能 的 , 因为 , 由 于 和 4 是 非 奇 异 的 , | 和 | 到 0 而 这 些 初等 变换 适合 |4| 一 p| 4|, p*0, 

例 6 求 


解 。 写 出 矩阵 [4 了 ,并 着 手 把 它 化 为 [LB1. 我 们 有 


12810 0 1 2 8 . 100 
[AI1=|138010|B-dIo1.0-110 
/A 
124001|] “|001-101 
-i108 3 -20 
V010-1 10 
0 0.1 -1 0 1 
: 100 6 -2 -8 
人 6010-L1 1 0 
001-1 0 1 
=[1B]. : 
6 -2 -8 
所 以 ， : B=4A-!:= ,1 1 0|. 
| -1 0 1 
这 已 为 例 3 所 证 实 , 


例 ? 求 


的 道 . 
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解 
本 -2 8 110 071 
-1 2010 
3 3001 
4 -8 1 -1 0- 
1 20 101 
3 80 01 
1 <4 8 -1 107 
~ 3 -12 010 
-5 3383 001- 
@-aw Ti -4 3 -1 10 
Do 11 -7 8 0 
0 -17 18 -5 51 
) 1 -4 3 -1 1 0 
11 (2) 7 3 2 
人 人 040 1 五 五 -五 0 
0 -17 18 -5 65 1 
5 1 8 
10 >” + $0 
区 7 
十 
ol1 -37T TT 
79 4 21 
00 了 -了 TT 二 1! 
5 1 3 
| 五 五 五 
BO 7 3 2 ， 
条 五 再 
4 21 11 
00 1 -而 而 而 
人 一 五 (3) 39 蕊 -5 
, | (04 巴 而 一 而 
) 十 行 19 1 7 z 
0 而 -而 而 [人 
4 21 11 
001- 击 而 而 
9 -12 5 
向 在 局.4- 而 19 -1 7|. 
z _4 21 11 
2 38 -1] [100 
3 -1 2|=lo 1 0|- 
-5 8 31o01 
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9 12 - 
因此 至 -~ 4- 一 矶 19 -1 了 | 
4 21 1 


例 8 证 明 非 奇异 矩阵 的 道 是 唯一 的 . 
证 明 : 假设 相反 , 非 奇 异 和 矩阵 4 有 两 个 不 同 的 逆 所 、B, 则 
A.B,=I (B=A-!), 
(B.A4).B.= BI=8,, 
1.B,=B, (B,= A’), 
故 B= Bb;. 
于 是 假设 不 真 , 所 以 逆 矩 阵 是 唯一 


从 414-= 了， 得 到 14 于 = 一 元 一 Tr 
例 9 在 7 中 的 线性 方程 组 写成 矩阵 形式 是 


2 3 -1||~» | | 一 和 
3 一 芋 2 4 yy |=| 10 
_ 一 5 3 3|1| 2 | 1 


上 式 左 乘 系数 矩阵 和 的 逆 ( 见 例 7), 得 到 


9 12 -5 2 3 —1 省 
1 
39 19 一 上 Tl:| 3 一 It 2 || y 
一 4 21  —5$5 3 2 
9 12 Fp 
~1| 19 7 |. 
79 
一 和 21 于 | 
1 0 0 z 
0 1 017 4/ 
00112 2 


因而 z=1, y= 一 1, 2=38 是 方程 组 的 解 . 
10. 矩阵 的 转 置 
设 和 是 一 个 矩阵 ， 所 谓 4 的 转 置 47 是 指 把 4 的 各 行 按司 样 顺序 写成 列 所 得 到 的 矩 


阵 . 例如， 若 信 = [airaioais] , 则 
i (la 018 
; 车 及 = EE 92 “| 
— Cai sa Was 


Wii G21 da 
. T 
则 4 一 | gila aaa aaa | 
Ci13 Coa3 da8 


关于 此 阵 的 转 置 ,我 们 指出 ; 
(i) 车 4 是 方 阵 , 则 |47|=141. 
(ii) 车 4, 召 按 4. 吕 的 顺序 是 可 乘 的 , 则 (4. 妨 )? 一 吾 ?47， 一般 地 ， 黄 个 或 多 个 盾 


Ci1 


A 


W192 


_ 08 


a 
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阵 的 积 的 转 置 是 它们 的 转 置 按 相 皮 顺 序 的 积 . 
例如 (4BC)z=-CrBr4dz 
(过 的 证 明 竹 微 元 长 ， 我 们 需要 的 是 A [gud] B= [ol (i, j=1, 2, 3), c- 

C11 1 人 


这 种 特殊 情况 , 至 于 验证 则 留 给 读者 . 


C12 


C13 
例 10 证 明 (4" ”=(47) 1 ， 
证 明 ， 从 4-!. 和 4 了 得 到 
(A-'A)" = AT AD 1 =L. 
因而 (CA)-1AT( A =A) (A) 
且 1 4 一 一 4 
11. 算 阵 的 秩 
考 虐 和 矩阵 


W114 W112 Wi 


A-= Wa1 Wag Wa8 


# 


0 0 0 
|I00 0 
0 0 0 


Csi Caa Was 、 | 
去 掉 和 的 任意 一 行 和 任意 一 列 后 留 下 的 矩阵 称 为 和 的 2 级 子 算 阵 , - 这 种 子 矩 阵 的 行列 式 
称 为 4 的 2 级 子 式 ， 同 翌 , 车 去 掉 有 4 的 任意 两 行 和 任意 两 列 ， 留 下 的 矩阵 称 为 和 4 的 一 级 
子 矩 阵 , 这 种 子 抢 阵 的 行列 式 称 为 和 的 一 级 子 式 。4 有 九 个 2 级 子 式 , 如 

Wai Wa3 


CT Wa Qa 人 13 


| ; 3 
1 Co3 Was Wai1 083 


Wal Ca3 
有 九 个 一 级 子 式 , 即 和 的 九 个 元 素 ， 

若 | 和 4| 0 我们 可 以 说 4 的 秩 "” 是 3， 若 | 4| -0 但 并 非 每 个 二 级 子 式 都 为 0， 则 说 
丰 的 秩 是 7+=2. 阁 141=0 县 所 有 的 2 级 子 式 为 0， 但 并 非 每 个 元 素 都 为 0， 我 们 就 说 和 4 
的 秩 x==1， 例 如 ， 


1 28 
A=|2 3 :| 
3 5 7 
的 秩 是 r=3, 这 是 因为 |4|=0 但 
1 21 
， ;| za 
1 2 3 
A=|2 4 6 
3 6 9 
的 秩 是 1, 这 是 因为 |4 | =0 且 每 个 2 级 子 式 都 为 0( 请 证 实 这 一 点 ), 但 |4| 一 4 关 0. 
0 0 0 
矩阵 4=|0 0 0 | 的 秩 是 +=0. 
0 0 0 


可 以 证 明 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 
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也 ， 伴 随 方 阵 
设 4= [oil 是 8 级 方 阵 , 全; 表示 4 中 as 的 余子 式 ， 我 们 定义 
‘TAs As As| 
4 的 伴随 方 阵 ==adj 4 = 4 A,, a 
ip 4 应 ss 
(要 特别 留心 , 和 的 第 纪行 ( 列 ) 元 素 的 余子 式 是 adj 4 的 第 各 庙 ( 行 ) 匹 缘 )， 
我 们 不 加 证 明 的 指出 ， : 
车 委 是 非 奇 异 方 阵 , 则 |41.4-=adj4. 


例 11 由 例 7， z 
2 8 -1 9 12 -5 
4=-| 3 -1 2| 的 逆 是 | 19 -i | 

-5 8 8 


-4 21 11] 
现在 , |41= -79, 因此 | 
~ -9 —12 5 


adj A=|A|.A- 1=~| 一 19 i 一 | 
4 -21 一 所 
请 读者 验算 这 个 结果 与 adj 4 的 定义 一 致 
13. 特征 方程 和 特征 根 
与 任 一 8 级 方 阵 4= [aw] 相伴 的 方程 
Ci 一 户 W139 Q13 
$(p)=| wal Uaa pp tas -0 
C31 Cag Ws3™— Pp 


称 为 4 的 特征 方程 ， 若 | 和 10 (与 我 们 有 关 的 只 是 这 种 情况 ), $(p) 0 是 三 次 方程 ， 因 
面 有 三 个 根 ps, pa, ps 它们 无 一 为 0, 叫做 信 的 特征 根 .， 因为 @; 是 实数 ,所 以 $(p) 的 系数 
是 实数 且 p(p) 一 0 或 者 有 三 个 实 根 , 或 者 有 一 个 实 根 和 两 个 虚 根 . 

显然 , 和 和 A? 的 特征 方程 相同 , 因此 , 它 有 相同 的 特征 根 ， 我 们 不 加 证 明 地 指出 


车 wm 是 非 奇异 方 阵 4 的 特征 根 ， 则 二 是 4-+ 的 特征 根 ， 因 而 也 是 (4-07 的 特征 


若 pu 是 非 奇异 方 阵 4 的 特征 根 ， 则 - < 上 是 adj 4 的 特征 根 . 


14， 对 称 和 矩阵 
若 47=4, 则 方 阵 4 称 为 对 称 和 矩阵 . 
假设 4 是 非 奇异 对 称 和 矩阵 , 则 (49)-:- 4 且 由 例 10，(4-07 一 (4 一 4-:， 于 


非 奇异 对 称 和 矩阵 的 着 是 对 称 和 矩阵, 对 称 矩 阵 的 伴随 矩阵 也 是 对 称 矩 阵 , 

我 们 来 证 明 ;( 实 ) 对 称 箱 阵 4 的 特征 根 都 是 实数 . 

实际 上 ， 假 定 8 十 饮 人 = 一人/ 一 tL，8 关 0) 是 | 和 4 一 XTi =0 的 一 个 特征 根 ， 则 由 代数 定 
理 , 思 一 饥 也 是 一 个 根 ， 考 虑 
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C=-[A— (hth) TEA (hn) 

yy 

因为 1C| 一 0, 所 以 存在 一 个 非 零 的 8x1 矩阵 


0 0 : .wv 
i er- lo | 因而 -rt 
6 0 


XCX = XIA hIF+h RT 
= [(A—hDXIT™ [CA—hI) FT] +EIT 
一 0. 
现在 (4 一 07) 交 是 实数 ， 所 以 [(4 妈 -70 三 ] [= hl) R120 有 XrI>0. 于 是 he0 
即 | 和 4 一 和 | =0 只 有 实 根 . : 
和 5. 相似 欠 阵 


设 4, B 是 两 个 级 方 阵 ,车 存在 一 个 4 级 非 奇 异 方 阵 RR, 满足 
B~R-1AR, 


pe 


则 4, 卫 称 为 相似 矩阵. 

设 态 , B 是 相似 矩阵 , 则 

B--R-iA4R-_^I-R-14R- R-'\IR 
~ R-1(A—AI)R, 
且 iB-A|-|R-1(A-ADR| 
-|R-1||A—XII|RI 
一 |4-XTI、 

于 是 ， 两 个 相似 矩阵 有 相同 的 特征 方程 和 特征 根 . 

上 述 定 理 的 首 不 真 


